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Bolim 1

Tekil deger ayristirmasi



Tekil deger ayrnistirmasi (SVD)

bir A € R™*™ matrisinin tekil deger aynstirmasi (singular
value decomposition) (SVD)

A=UxvT

seklinde ifade edilir

» bir matrisin tekil deger ayristirmasi daima mevcuttur
» rank(A) =r

> UcR™ UTU =1

> VeR> VIV =1

» > =diag(oy, ..., 0,) (01 > -+ > 0, > 0)



Tekil deger ayrnistirmasi (SVD)
U ve V'yi
U:[ul UT} V:{’Ul oo Uy
seklinde (yani, sttunlarini belirterek) yazarsak
A=UxVT = Zaiuiv?
i=1
yazabiliriz
» o;, A'nin (sifira esit olmayan) tekil degerleri (singular
value)

» u;, A'nin sol tekil (left singular) vektorleri
» v;, A'nin sag tekil (right singular) vektorleri



Tekil deger ayrnistirmasi (SVD)

ATA = (UxsvHT(Uuzvh) =vyrvt

yazabiliriz

dolayisiyla:

» v;, AT A'nin (sifira esit olmayan 6zdegerlerine karsilik
gelen) ozvektorleridir

> 0, = JM(ATA) (ve, i > 7 icin A\ (ATA) = 0)

» ||A|| = o1 (yaziyla: bir matrisin (spektral) normu, o
matrisin maksimum tekil degerine esittir)



Tekil deger ayrnistirmasi (SVD)
benzer sekilde,
AAT = (Usvh(ozvhHT = uxtut
yazabiliriz

dolayisiyla:

» u;, AAT'nmin (sifira esit olmayan ézdegerlerine karsilik
gelen) ozvektorleridir

> 0, = \/M\(AAT) (ve, i > 7 igin A(AAT) = 0)

> uy, ..., U, R(A) (A'min situn uzayi) igin bir birim
dikgen taban olusturur

> vy, ..., v, R(AT) (A’nin satir uzayi) icin bir birim
dikgen taban olusturur



Ek bilgi: Tam tekil deger ayristirmasi
A € R™™ (rank(A) = ) igin

A:UlElvlT:{Ul Ur}

seklindeki SVD'ye ekonomik (veya, ince (thin)) SVD denir
> U=[U U] eR™™veV =[V; V4] € R™" olacak
sekilde dikgen U, € R™*(m=7) ye 1}, € R**(n=7)
matrislerini bulalim

» >3, 'e sifir satir ve situnlar ekleyerek > € R™*™'y
olusturalim:

2 ‘ Or><(n—r) ‘|
M=
[ 0(m—?")><7‘ ‘ O(m—r)x(n—r)



Ek bilgi: Tam tekil deger ayristirmasi

buradan, A'nin tam (full) SVD'sini

2 | O vy

A=UX VT = ! rxn=s) :
Ul 1‘/1 M[ 0(m—7’)><r ‘ O(W—T)X("_T) ‘| [ ]/2T ‘|

U ) vT

seklinde yazabiliriz



Bolim 2

Tekil deger ayristirmasinin yorumlari



SVD’nin esleme adimlan ile yorumu

A=UsV" =Y ouw]
i=1

T VT Vg 5 YWy o Ax

dogrusal esleme (mapping) y = Az

» 2'in giris yonleri (vy, ..., v,) dogrultusundaki
katsayilarini hesapla

» katsayilari o; ile dlgekle (scale)

» sonucu cikis yonleri (uq, ..., u,) dogrultusunda yeniden
olustur (reconstitute)

seklinde adimlarina ayristirilabilir



SVD’nin esleme adimlan ile yorumu

not: simetrik A icin SVD ile 6zayrisma arasindaki fark:
SVD'de giris ve ¢ikis yonleri farkh

» v, en yiiksek kazangli giris yonii
» u; en yiiksek kazancli ¢ikis yonii

> AU1 = 0o1Uy



SVD’nin esleme adimlan ile yorumu

SVD, giris ve ¢ikis yonlerinin fonksiyonu olarak bir matrisin
kazanciyla ilgili net bir fikir edinmemizi saglar

ornek: A € R**, 3 = diag(10, 7, 0.1, 0.05)

>

vy

v1 ve vy yonlerindeki giris bilesenleri, A ile carpimla
kuvvetlendirilir (yaklasik 10 kat) ve daha gok u; ve uy'nin
gerdigi diizlem boyunca ¢ikisa yansir

v3 ve vy yonlerindeki giris bilesenleri, A ile carpimla
zayiflatilir (yaklasik 10 kat)

”ﬁ” in degeri 10 ile 0.05 arasinda degisir

A tersi alinabilirdir

bazi uygulamalar icin “A’nin kertesi esasinda 2" diyebiliriz



SVD’nin esleme adimlan ile yorumu

omek: A € R**?, g, =1,0,=0.5

» 2'i v; ve vy dogrultusunda ¢oz (yani, z'i v1-vy
koordinatlarinda yaz):

viz =06, vir=06— z=0.50 +0.6v,
» sonucu g1 = 1 ve g9 = 0.5 ile dlcekle:
v{ o = 0.6 vs oy = 0.3
» u; ve uy dogrultusunda Az'i olustur:

T T
Ax = v] xojuy + v, xogus = 0.5u1 + 0.3us



SVD’nin esleme adimlan ile yorumu

ornek (devam):




SVD’nin geometrik yorumu
Bl 4
vTj [U
N s

A=UxV?’

kaynak (source): Georg-Johann, CC BY-SA 3.0



https://en.wikipedia.org/wiki/Singular_value_decomposition#/media/File:Singular-Value-Decomposition.svg
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

SVD’nin geometrik yorumu

x . Ax
@' R &
e _— _—
kaynak (source): Georg-Johann, CC BY-SA 3.0
» 2'i VT ile dondiir

» sonucu X ile olgekle

» sonucu U ile dondiirerek Ax'i hesapla


https://en.wikipedia.org/wiki/Singular_value_decomposition#/media/File:Singular-Value-Decomposition.svg
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

Bolim 3

Tekil deger ayristirmasi uygulamalari



Genel sozde ters

A #0olsun. A'nin SVD'si A = UXVT ise, A'nin sbzde tersi
(pseudo-inverse)

At =vy-tu?
seklinde yazilabilir

1

A uzun matris; tam siitun kerteli (yani, (AT A)~! mevcut) ise

Al = (AT A1 AT
ile Az = b'nin en kiiciik kareler yaklasik coziimii: &5 = Afy

A genis matris; tam satir kerteli (yani, (AAT)™!

mevcut) ise
AT = AT(AAT)

ile Az = b'nin en kiiciik norm coéziimii: &y = Ay



SVD'nin kestirme ve evirmede kullanimi

6leiim modeli: y = Az + v. Olciilen y'den z'i bulmak istiyoruz
» y € R™ olgim (measurement)

» x € R" kestirmek (yani, degerini tahmin etmek)
istedigimiz vektor

» v € R™ ol¢lim gurdltlsu veya hata
(not: kestirme (estimation), evirme (inversion))
norm-sinirh (norm-bound) giirilti modeli: v icin |[v]] < «

oldugunu varsayiyoruz ancak bunun haricinde v ile ilgili hicbir
sey bilmiyoruz (burada « girdltiinin maksimum normu)



SVD'nin kestirme ve evirmede kullanimi

>

>

# = By formundaki kestiriciyi (estimator) ele alalim
(BA = I, yani, kestirici yansiz (unbiased))
kestirme (veya evirme) hatasina & diyelim:
T=%—x=By—B(y—v)=DBv

—~

———
T T

olasi kestirme hatalarinin kiimesi
T € Eper = {Bv||[jv]| < a}

ile verilen bir elipsoittir

T=2T—TET—Epel =T+ Epel, dolayisiyla: z'in
(bilmedigimiz) gergek degeri, merkezi kestirim Z'te olan
belirsizlik elipsoitinin (uncertainty ellipsoid) elemanidir
iyi kestiricinin belirsizlik elipsoiti e kiiglik olur

(BA = I'yr saglamak kosuluyla)



SVD'nin kestirme ve evirmede kullanimi

Evel'Nin yarieksenleri awo;u; seklindedir (yani, B'nin tekil
degerleri ve tekil vektorleri)

hatanin normunun maksimum degeri «|| B
12— zf| < ol B

, yani

en kuglk karelerin optimalitesi: BA = [ kosulunu saglayan
bitiin kestiricileri ele alalim; bunlarin belirsizlik elipsoitlerine £
diyelim. en kiiclik kareler kestirici B s = AT olarak verilsin:
bunun belirsizlik elipsoitine & s diyelim. buradan

» BisBls < BBT
> EsCE
> ||Bus| < || B

yazabiliriz. sonug olarak: en kiiciik kareler kestirici belirsizlik
elipsoiti en kiiciik olan kestiricidir



SVD’nin kontrolde kullanimi

model: y = Ax. istenen y'yi olusturacak z'i segmek istiyoruz

» sag tekil vektor v;, tekil deger o; ile kuvvetlendirilerek, sol
tekil vektor u; ile eslenir

» 0;, u; yonindeki kontrol otoritesinin bir ol¢tsidir
> r<m = U1, ..., Uy yonlerinde kontrol otoritesi yok

» A genis matris; tam satir kerteli (yani, (AAT)~! mevcut)
ise olusturulabilecek y'lerin kiimesi

E={y eR"|y"(AAT) 1y <1}

ile verilen bir elipsoittir



SVD’nin kontrolde kullanimi

ornek: kati cisme uygulanan kuvvetler. 6rnegin, bir tasita
(araba, ugak, roket vb.) itki (thrust) sistemleriyle gesitli
yonlerde kuvvetlerin uygulandigi bir uygulamayi ele alalim

A= {(11 a9 ag}
-1 0 1
10 05 —-05
o1 = 1.4668, oy = 0.5904

1

o

-2 -1 0 1 2
» y = Ax € R™: cisim lzerindeki toplam kuvvet (birim: N)

» z; € R: itki sistemi i'ye saglanan gig¢ (birim: W)

» |la||;: itki sistemi i'nin etkililigi (efficiency)

» itki uygulayabilecegimiz en etkili yon bliyiik yarieksen
(yani, uy) yonudir



Ana bilesenler analizi

ana bilesenler analizi (principal component analysis (PCA)):
kesfedici veri ¢6ziimlemesi (exploratory data analysis), veri
gorsellestirme, ve veri on isleme (data preprocessing) gibi
uygulamalarda kullanilan bir dogrusal boyut indirgeme
(dimensionality reduction) yontemi

ornek: tibbi veri

orneklem sayisi: 216 (kisi)
o6znitelik sayisi: 4000 (gen
ifadesi)

veri matrisi: A € R216x4000
etiketler: {pozitif, negatif}
121 kisi pozitif, 95 kisi negatif
figiir: ilk 3 ana bilesen
uzayinda veri

10

= pozitif B
o negatif \
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