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Bolum 1

Simetrik matrislerin 60zvektorleri



Simetrik matrislerin 6zdegerleri

bir A € R™*™ matrisi verilsin. A simetrik (yani, A = AT)
olsun. bu durumda A’'nin 6zdegerleri gerceldir.

bunu gérmek icin, Av = Av, v # 0, v € C" varsayalim.
bu durumda

T Av =" (Av) = W o = A |u?
i=1
ve ayni zamanda
—T — ATy = (A v = ot Ty 2
UAU\—/UAU\—/(AU)U— —/\Z il
A=AT A=A =1

olur. buradan, A = X (yani, A € R) sonucuna ulasiriz.
dolayisiyla, v € R™ varsayabiliriz.



Simetrik matrislerin ozvektorleri

simetrik bir A € R™ "™ matrisi verilsin. A'nin ézvektdrlerinden
olusan bir birim dikgen vektor kimesi {q1, g2, - . Gn}
mevcuttur.

matris formunda yazarsak:

QT'AQ=QTAQ = A

kosulunu saglayan (yani, A'yi kosegenlestiren) bir dikgen @
mevcuttur, dolayisiyla A'yi

A=QAQ" = Z )\iQiqiT
i=1

seklinde ifade edebiliriz. burada ¢; hem sol hem de sag
ozvektorlerdir.



Bir matrisin 6zayrismasi

n X n bir A matrisi verilsin. A'nin

A=QAQ!

seklindeki ayristirmasina 6zayrisma (eigendecomposition)
denir. burada @, situnlart A'nin 6zvektorleri olan n x n bir
matristir (Q'nun 4. situnu A'nin i. 6zdegeri ¢;), A ise kosegen
izerindeki elemanlari A'nin 6zdegerleri olan bir késegen
matristir (A'nin i-i elemani A;; A'min i. 6zdegeri).



Gercel ve simetrik bir matrisin 6zayrismasi

ozel hal olarak, n x n A gercel ve simetrik bir matris ise,
ozdegerler gerceldir ve 6zvektorler gercel ve birim dikgen bir
kiime olarak segilebilir. dolayisiyla simetrik bir A € R™*"
matrisinin 6zayrismasi

A =QAQT

seklindedir. burada @'nun siitunlari A'nin 6zvektorleridir ve
bunlar gercel ve birim dikgen bir vektor kiimesi olusturur. A
kosegen lizerindeki elemanlari A'nin 6zdegerleri olan bir
kosegen matristir.



Gercel ve simetrik bir matrisin 6zayrismasi

ornek:
2 1
=l

ozdegerler: A1 =159 X =441 A= [

1.59 0
0 441

ozvektorler (bir segenek): vy = [—003982] vy = BSS]

—0.92 0.38
©= [0.38 0.92] oQ=1

A —-0.92 038 [1.59 0 —-0.92 0.38
~ 1038 0.92 0 441|038 0.92

Q A QT




Ozayrismanin esleme adimlan ile yorumu

A =QAQT

x o QT A AQTx 0 Ax

dogrusal esleme (mapping) y = Az
» 2'i ¢; koordinatlarina gore ¢6z (resolve)
» sonucun koordinatlarini ); ile dlcekle (scale)
» sonucu taban g; ile yeniden olustur (reconstitute)

seklinde adimlarina ayristirilabilir



Ozayrismanin geometrik yorumu

dogrusal esleme (mapping) y = Ax, geometrik olarak
> 2'i QT ile dondiir (rotate)

» sonucu, gercel sayilar olan A'nin kosegen elemanlari ile
Olcekle (scale)

» sonucu () ile geri dondir

seklindeki adimlarla da yorumlanabilir



Ozaynismanin geometrik yorumu - Ornek
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Ozayrisma
ozvektorlerden olusan kiimenin birim dikgen olmasinin kaniti
(6zdegerlerin belirli (distinct) oldugu hal icin): simetrik A icin
(6zdegerleri belirli oldugundan) {vy, va, ..., v,} seklinde bir
dogrusal bagimsiz 6zvektorler kiimesi bulabiliriz:

A’UZ‘ = )\ﬂ)i, HUZ” =1
buradan

vi (Avy) = Mol vy = (Avi)Tv; = Nvf v

yazabiliriz. dolayisiyla (A; — \;)vlv; = 0 olur. i # j icin

i # \; gegerlidir (¢inkd A; belirli). sonugta v]v; = 0 olur.
» bu durumda (\; belirli) “6zvektorlerden olusan bir kiime
birim dikgendir” diyebiliriz (secme sansi yok)
» genel durumda (\; belirli degil), “6zvektorler, birim dikgen
bir kiime olusturacak sekilde secilebilir” dememiz gerekir



Bolim 2

Karesel formlar



Karesel formlar
bir f : R™ — R fonksiyonu (A € R™", A;; A'nin ij elemani)
f(@)=2"Az =>">" Ajax;
i=1j=1
formunda ise, f'e karesel form (quadratic form) denir
karesel form icin A'nin simetrik oldugunu varsayabiliriz, ciinkii
1
T, _T(L T
rAr =z <2 (A—l—A ))93
(A simetrik olmasa da, karesel formu degistirmeden T Ax
yerine 7 (% (A + AT)> x yazabiliriz) (1 (A + AT) terimi
simetriktir ve bu terime A'nin simetrik kismi denir)

essizlik: her x € R" icin 27 Az = 27 Bz ise ve A ile B
simetrik ise, A = B olur



Karesel formlar - Ornekler

» ||Bz||*=2"B"Bx

> S (i — x)?

> [|[Fz|? — ||Gz|* = 2T (FTF — GTG)z (bitin karesel
formlar bu formdadir)

>

=
8
S~—
I
8
!
'S
8
S
I

4
7
/
)
)
7

//,;/,




Karesel formla tanimh kiimeler

karesel yiizey (quadratic surface):

S={zeR"|f(z)=a} (a € R)

karesel bolge (quadratic region):

S={zeR"|f(x) <a} (a € R)



Karesel formla tanimh kiimeler - Ornekler

S={zeR"| f(x) =a}
1 0
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Karesel formla tanimh kiimeler - Ornekler

S={veR"|f(z) <a}
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Karesel formla tanimh kiimeler - Ornekler

S={veR"|f(z) = a}
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Karesel formla tanimh kiimeler - Ornekler

S={reR"[f(x) <a}
2 1
12




Karesel formlar icin esitsizlikler

simetrik A € R™ ™ matrisinin 6zayrismasi A = QAQ7 ile
verilsin (6zdegerler sirali sekilde: A\ > Ao > -+ > \,):

2T Ax = 2TQAQ
= (Q"2)"A(Q"x)

= Z Ai (Q;Fx)Q
i=1 N——

>0

n

<M Y (g x)?

i=1
QT x[?=]|=|1?

= Mlz]®

buradan z7 Az < \||z||* sonucuna ulasinz



Karesel formlar icin esitsizlikler

benzer argiimanlar ile x7 Az > \,||z||? oldugunu gosterebiliriz,
dolayisiyla
Mallz]? < 2" Az < ||

yazabiliriz (yaziyla: karesel form 2T Ax, \,||x||? ile alttan
siirhdir (bounded from below), A\ ||z||? ile tistten simirhidir
(bounded from above))

(bazen, A1'ya Amax, An'ya da Ay, denir)
burada

adAq =Mlal’> =X\ ¢ Ag = Mallaal® = M
gecerlidir, dolayisiyla esitsizlikler sikidir (tight) (yani, érnegin

x? Ax < \||z||? esitsizligi icin, x = ¢ secerek bu esitsizligin
esitlik olarak saglandigi bir durum bulmak mimkindiir)



Bolim 3

Pozitif yaritanimli matrisler



Pozitif yaritanimh matrisler

simetrik A € R™ "™ matrisi verilsin.

her z € R" icin 27 Az > 0 ise A'ya pozitif yantamimh
(positive semidefinite) matris denir
» A'nin pozitif yaritanimli olmasi A > 0 (ve bazen A > 0)
ile gosterilir
» ancak ve ancak Apin(A) > 0 ise (yani, A'nin biitin
6zdegerleri negatif olmayan ise) A pozitif yaritanimlidir
» A'nin pozitif yaritanimli olmasi, her 7, j icin A;; > 0
(yani, A'nin bitin elemanlarinin negatif olmayan olmasi)
ile ayni degildir
» dikkat: A > 0 ifadesi bazen “A'nin bitiin elemanlan
negatif olmayan” anlaminda kullanilir



Pozitif tanimh matrisler

simetrik A € R™ ™ matrisi verilsin.

her z € R™ (z # 0) icin 27 Az > 0 ise A'ya pozitif tamimh
(positive definite) matris denir
» A'nin pozitif tanimli olmasi A > 0 (ve bazen A > 0) ile
gosterilir
» ancak ve ancak Apin(A) > 0 ise (yani, A'nin bitiin
6zdegerleri pozitif ise) A pozitif tamimhdir
» A'nin pozitif tanimli olmasi, her 4, j icin A;; > 0 (yani,
A'nin bitiin elemanlarinin pozitif olmasi) ile ayni degildir



Tanimh matrisler

» A >0ise A'ya pozitif yaritammh (positive
semidefinite) matris denir

» A >0 ise A'ya pozitif tamimh (positive definite) matris
denir

» —A >0 ise A'ya negatif yantammh (negative
semidefinite) matris denir

» —A >0 ise A'ya negatif tammh (negative definite)
matris denir

» aksi halde (yani, bu dért halden higbirine uymuyorsa),
A'ya tammsiz (indefinite) matris denir



Karesel formlar ve tanimh matrisler

ornek 1: A porzitif tamml, f(z) eliptik paraboloit

f(z)=a"Az, A= (1) ?, AM=X=1
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Karesel formlar ve tanimh matrisler

ornek 3: A negatif taniml, f(z) eliptik paraboloit

flz)=a"Az, A= -0 ;A=A =—1
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Karesel formlar ve tanimh matrisler

ornek 5: A tamimsiz, f(z) hiperbolik paraboloit
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Matris esitsizlikleri

simetrik A € R"*™ ve B € R™ ™ matrisleri verilsin

» A—-B>0ise A>B
» B-A>0ise A< B

ve benzeri esitsizlikler yazabiliriz. bu formdaki esitsizliklere
matris esitsizligi (matrix inequality) denir

ornegin:
» A >0, A pozitif yaritanimh demektir
» A > B, her x # 0 icin 27 Az > 27 Bx demektir



Matris esitsizlikleri

matris esitsizliklerinin 6zelliklerinden bazilari:
» A>Bve(C>Dise A+C>B+D
» B<0ise A+B<A
» A>0vea>0isead >0
> A2 >0
> A>0ise A1 >0

matris esitsizligi sadece bir kismi siralamadir (partial order)
(tam siralama (total order) degildir), yani

A¥B B#A

olmasi mimkindiir (bu tarz matrislere karsilastinlamaz
(incomparable) denir)



Elipsoitler
simetrik pozitif tanimli A matrisi icin
E={zeR"|2TAz < 1}

kiimesi, R"™'de ve merkezi 0'da olan bir elipsoittir (ellipsoid)
(A = I i¢in daire/kiire/top)

s;: yaneksenler (semiaxis) (R? icin s, kiiciik yarieksen
(minor semiaxis) ve s, biiyiik yarieksen (major semiaxis))



Elipsoitler

yari blyik eksenler A matrisinin 6zdegerleri ve 6zvektorleri ile
1 . N
i = Ty seklinde yazilabilir:
» Ozvektorler (g;) yari biyiik eksenlerin yonini belirler

» Ozdegerler (\;) yan biiyiik eksenlerin uzunlugunu belirler

» ¢, yoniinde 27 Ax biiyiiktiir, dolayisiyla elipsoit bu yonde
dardir

» ¢, yoniinde 27 Ax kiiciiktiir, dolayisiyla elipsoit bu yinde
genistir

» \/Amax/Amin €lipsoitin maksimum dismerkezlik

(eccentricity) degerini verir



Elipsoitler
Ex={reR"|zTAz <1} ve Ep = {z e R"| 2T Bz < 1}

elipsoitleri verilsin. ancak ve ancak €4 C £ ise A > B

ornek:

0.5 0.25
B_[ozs 0.5] A

I
w
|
.
b
\Y
S




Bolim 4

Spektral norm



Bir yonde bir matrisin kazanci

A € R™ ™ matrisi verilsin (kare veya simetrik olmayabilir)

xr € R" icin

ifadesi A'nin z yoniindeki kazang (gain) (veya, biiyiitme
carpam (amplification factor)) degerini verir. bu deger z'in
yoniine (direction) gore degisir

burada su sorulari sorabiliriz:

» A'nin maksimum kazanci (ve buna karsilik gelen
maksimum kazang yonii) nedir?

» A'nin minimum kazanci (ve buna karsilik gelen minimum
kazang yonii) nedir?

» A'nin kazanci yone gore nasil degisir?



Spektral norm

A € R™™ matrisi verilsin (kare veya simetrik olmayabilir).
A'nin maksimum kazanci ||A]|,

IIAwII

o [l

IA[l =

olarak tanimhdir. bu degere spektral norm (veya 2-normu ile
dogurulan matris normu (induced matrix norm)) denir.

||A:UH2 B 2T AT Az
o ol T w0 al?

gecerlidir, dolayisiyla [|A|| = {/Amax(AT A) yazabiliriz

benzer sekilde, A'nin minimum kazanci
JAz] _

=20 ||z

IA[I* = = Amax(ATA)

Amin(AT A)

ile verilir



Matris normlan (ek bilgi)

» Frobenius normu
m n
1Allr = [ DD A3
i=1 j=1

» 1-normu ile dogurulan matris normu:

HAle _ S
1<f§;|f1ij|

o [l
» 2-normu ile doéurulan matris normu (spektral norm):
o 1A2lz

[E41p

[A]lr =

HAH2 )‘maX(ATA)

» oo-normu ile doéurulan matris normu:

IIAwlloo _ S
o 1I£lz<m Z |Aw|

(bu derste sadece 2-normu ve spektral norm |Ie ilgilendigimiz
icin ||z||2 ve ||A]|2 yerine kisaca ||z|| ve ||A|| yaziyoruz)

[A]loe =

6 lloe



Spektral norm

» AT A bir simetrik pozitif yaritanimli matristir, dolayisiyla
Amin(ATA) > 0 ve A\pax(ATA) >0

» A’nin maksimum kazanci Apa, (AT A)'ya karsilik gelen
maksimum kazan¢ yoni x = ¢; (yani, AT A'nin
Amax(ATA) ile iliskili 5zvektorii)

» A’nin minimum kazanci Ayin (AT A)'ya karsilik gelen
minimum kazang yénii z = ¢, (yani, ATA'nin A\ (AT A)
ile iliskili 6zvektori)



Spektral norm

1 2
ornek: A=13 4 ATA = [34 44]
44 35
5 6
AT A4 0620 0.785 90.7 0 10620 0.785 1"
~10.785 —0.620 0.265] [0.785 —0.620
A = \/Amax(ATA) = v/90.7 = 9.53
2.18
0.620] H H [0 6201 H
-1 4.99| || = 9.53
H l0.785 0.785 g
VAmin(ATA) = 1/0.265 = 0.514
0.46
0.785 ] H H 0 785
=1 0.14 ||| = 0.514
H [—0.620 —0. 620 _0.18

butiin x # 0 igin: 0.514 < H H < 9.53



Spektral normun ozellikleri

v

vvyyvyvyy

vektor normu ile tutarlilik: @ € R™ ! icin norm
lall = /Amax(aTa) = VaTa

her  icin, [[Az[| < [|All[|]]

olcekleme: ||aA|l = |al||A]]  (a € R)

t¢gen esitsizligi: [|A + B|| < ||A|l + || B
tanimhlik: ancak ve ancak [|A|| =0ise A=0
carpimin normu: [[AB| < [|A||||B]|
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