Ozdegerler ve Ozvektorler

T.C. Trakya Universitesi
Muhendislik Fakdultesi
Elektrik - Elektronik Mihendisligi Bolimii
Kontrol Anabilim Dal

Dr. Ogr. Uyesi Isik Ilber Sirmatel
sirmatel.github.io


https://sirmatel.github.io/

Kaynak (source)

Lecture slides for Introduction to
Linear Dynamical Systems
Stephen Boyd


https://ee263.stanford.edu/archive/
https://ee263.stanford.edu/archive/

Konu listesi

1. Determinant

2. Ozdegerler ve 6zvektorler

3. Kosegenlestirme



Bolum 1

Determinant



Minor ve kofaktor

A bir n X n matris olsun. A'nin 4. satir ve j. siitununun (yani,
A'nin A;; elemanini bulunduran satir ve siitunun) silinmesiyle
elde edilen (n — 1) x (n — 1) matrisi M;; ile gosterelim.
M;;'nin determinantina A;;'nin minéri (minor) denir. A;;'nin
kofaktori (cofactor)

(—1)"*det(M;;)

olarak tanimlanir



Determinant

n X n bir A matrisinin determinanti

allAll + CL12A12 + -4 alnAln n > 1 ise

olarak tanimli bir skalerdir. buradaki A;; terimleri A'nin birinci
satirindaki elemanlarla iliskili kofaktorlerdir

2 X 2 matrisin determinanti:

a b

a b
A:L d] det(A):C d

':ad—bc

(not: bu formiili bilmeniz gerekiyor)



Determinantin bazi ozellikleri

v

n x n A matrisi ancak ve ancak det(A) = 0 ise tekildir
(singular) (yani, tersi alinabilir degildir)

n x n A ve B matrisleri icin: det(AB) = det(A)det(B)

n X n A matrisi bir Gggen matris ise:

det(A) = ﬁ Ay

i=1

determinant homojen (¢arpimla olceklenme 6zelligi olan)
bir fonksiyondur: n x n A matrisi igin:
det(cA) = c"det(A)



Determinant ve alan arasi iliski
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det(A) =4 det(B) =1 a




Bolim 2

Ozdegerler ve 6zvektorler



Bir matrisin 6zdegerleri ve 6zvektorleri
bir A € C™*™ matrisi igin

det(M — A) =0

sartini saglayan \ € C sayisina A matrisinin bir 6zdegeri
(eigenvalue) denir. bu ifade sunlara denktir:

» (M — A)v = 0"1 (yani Av = \v'y1) saglayan ve sifir
olmayan bir v € C" vektdéri mevcuttur. bu sarti saglayan
her v vektoriine A matrisinin (6zdeger A ile iliskili) bir
ozvektori (eigenvector) denir

> wl' (A — A) =01 (yani, w" A = Aw”"y1) saglayan ve sifir
olmayan bir w € C" vektorii mevcuttur. bu sarti saglayan
her w vektoriine A matrisinin (6zdeger A ile iliskili) bir sol
ozvektori (left eigenvector) denir

(not 1: sifir vektori 6zvektor olarak kabul edilmez)
(not 2: C: karmasik sayilarin kiimesi)



Bir matrisin 6zdegerleri ve 6zvektorleri

» A gercel olsa da 6zdegerleri ve 6zvektorleri karmasik
olabilir

2 3
-3 2

~Tom Tom
T ol 2T | —0m1y

» v, A matrisinin 6zdegeri A ile iliskili bir 6zvektor ise, av
de bir 6zvektordiir (her a € C, av # 0 igin)

ornek: A:[ ] M=2+3] A=2-3)

. _ 12 3 B . 1071

ornek: A= [_3 2] AM=24+3] v = [0.7117.]
- . | 0714 0.715 B

a=14+7 avi= l—O.?l n 0.71].] Aavy = davy



Bir matrisin 6zdegerleri ve 6zvektorleri
» A ve X gercel ise, A ile iliskili bir gercel 6zvektor v daima
bulabiliriz: Av = Xv (A € R, A € R, v € C") ise
AR(v) = AR(v) AS(v) = A (v)
olur; dolayisiyla (v) ve &(v) (negatif olmayan

(nonnegative) iseler) gergel 6zvektorlerdir (iclerinden en
az birisi negatif olmayandir)

ornek: A= [1 2] A = —037 v = [—2.5 — 3.3‘7]

1.7+ 2.3j
wo= |77 s |55



Bir matrisin 6zdegerleri ve 6zvektorleri

» eslenik simetri (conjugate symmetry): A matrisi gergel
ise ve v € C" 6zdeger \ € C ile iliskili 6zvektor ise, T A
ile iliskili 6zvektordir: Av = A\v denkleminde her iki
tarafin eslenigini alirsak:

Av= v — A=\
drnek: A:lQB ;] M =2+3) 01:[0'71]

0.71
= . 0.71
1=2-3] mi= [—0.713']

buradan itibaren A'nin gercel (yani, A € R™*™) oldugunu
varsayacagiz



Karmasik sayilar (hatirlatma)

» sanal birim (imaginary unit): j =+/—1 (veya i = v/—1)
» karmasik sayi: ¢ € C, érnek: ¢ =2+ 37
» karmasik sayinin eslenigi:

ornek: ¢=243] ¢c=2-3j

2+
3+ 4y
» karmasik vektoriin gercel ve sanal kisimlari:

» karmasik vektor: z € C", ornek: z = [

o 2= [;737] mar= [ o=

» karmasik vektoriin eslenigi:

N | R
ornek: z = _3—4j1 z = [3+4j]




Olcekleme yorumu

(A € R varsayalim)
v bir 6zvektor ise, A'nin v lizerindeki etkisi A ile 6lceklemedir

A
Az

\J

/Av

(resimdeki érnek A € R**? icin)



Ozdegerler ve 6zvektorlerin hesaplanmasi

bir A € R™™ ve skaler X icin su ifadeler denktir:
» )\, A'nin bir 6zdegeridir
> N(A—XI)#0
» A — A\l matrisi tekildir
» det(A—N)=0

det(A — AI) = 0 denklemine A matrisinin karakteristik
denklemi (characteristic equation) denir

A matrisinin 6zdegerleri karakteristik denkleminin kokleridir.
bu ézdegerler ile iliskili 6zvektorler (A — AI)xz = 0 denkleminin
sifir olmayan ¢ozimleridir



Ozdegerler ve 6zvektorlerin hesaplanmasi

ornek: A € R?*2 matrisinin 6zdegerlerinin hesaplanmasi
a b
A=l
a b 10 a— A b
A=A = L d] _A[o 1] B [ c d—A]
a— A b
d— A\
det(A— X)) = (a—N)(d—X) —be

det(A — X)) = \* — (a + d)A + (ad — be)
dzdegerler: A\* — (a + d)\ + (ad — be) = 0 denkleminin kokleri

det(A — \I) =




Ozdegerler ve 6zvektorlerin hesaplanmasi

bir A € R™™ matrisini ele alalim. det(A — AI), derecesi n ve
bilinmeyeni A olan bir polinomdur (polynomial):

det(A—X) = (=1)"X"+ A"+ + A+ ¢y

det(A — AI) polinomuna A matrisinin karakteristik polinomu
(characteristic polynomial) denir

(not: n X n bir matrisin en fazla n adet 6zdegeri vardir)



Ozdegerler ve 6zvektorlerin hesaplanmasi

2 1 2—-A 1
1 2 1 2—-A

2-N)?—-1=0 = MN=1, =3

s < (1 -6

ornek: A = det(A— ) = ‘ =0

T
x1 4+ x5 = 0'yi saglayan v; = [—1 1} ozdeger )\ ile,

T
x1 — w9 = 0'yi saglayan vy, = [1 1] ise 6zdeger A, ile iliskili
bir 6zvektordir



Bolim 3

Kosegenlestirme



Kosegen matrisler

bir A € R™™ matrisini ele alalim. ancak ve ancak R™'deki
standart taban vektorleri (e1, €2, ..., €,) A'nin 6zvektorleri ise
A kosegendir.

bu durumda A'nin késegen lizerindeki elemanlari bu
ozvektorlere karsilik gelen 6zdegerdir:

A 0
A
A= . < Ae;, = Ne;j, 1 =1,2,....n
0 An
2 0 0 0
. 0 -3 0 O
ornek: A= 00 4 0 AMA) ={2, -3, 4, -5}
0 0 0 =5 A'nin 6zdegerleri



Kosegenlestirme

V1, Vg, ..., Uy, A € R™™ matrisi icin bir dogrusal bagimsiz

Ozvektorler kiimesi olsun:
A’Ui:/\ﬂ)i, 7;:1,2,...777,

bu durumu su sekilde ifade edebiliriz:

A1 0
A{vl Vg +- Un}:{vl Vg v+ vn} Ao
T T 0 A,
A
T:[vl vy ... vn} ve A = diag(A1, Mg, ..., \y) ile
AT =TA

ve sonuc olarak
TYAT = A
yazabiliriz



Kosegenlestirme

» vy, v9,...,v, dogrusal bagimsiz oldugundan T tersi
alinabilirdir

» T ile benzerlik donisimi (yani, T-1AT) A'yi
kosegenlestirir

diger taraftan, eger
T7'AT = A = diag(\, Mo, ..., \n)

ifadesini saglayan bir T' = [vl Vg ... vn] mevcutsa
AT =T\ olur, yani

A’Ui:>\ﬂ)i, 7;:1,2,...,71

dolayisiyla vy, vs, ..., v,, A € R™™™ matrisi icin bir dogrusal
bagimsiz 6zvektorler kiimesidir



Kosegenlestirme

asagidaki sartlar saglaniyorsa A'ya kosegenlestirilebilir
(diagonalizable) denir (bu sartlar denktir)
» T-'AT = A'nin késegen olmasini saglayan 7' mevcuttur

» A'nin bir dogrusal bagimsiz 6zvektorler kiimesi mevcuttur

(not: A matrisi kosegenlestirilebilir degilse, A'ya bazen
kusurlu (defective) matris denir)



Kosegenlestirme

her matris kosegenlestirilebilir degildir

ornek: A = 8 (1)] karakteristik polinom det(A — A) = \?,

dolayisiyla tek 6zdeger 0'dadir (A = Ay = 0)

ozvektorler Av = O0v = 0 sartini (Av = \v) saglar, yani

b of ] 0L

0] formundadir (v; # 0)

dolayisiyla bitiin 6zvektorler v = [

sonug olarak, A'nin iki 6zvektorii dogrusal bagimsiz bir vektor
kiimesi olusturamaz



Belirgin ozdegerler

A'nin belirgin (distinct) dzdegerleri varsa (yani, i # j igin
i # A ise), A kosegenlestirilebilirdir

bu ifadenin olumsuz versiyonu (yani, “A'nin belirgin
ozdegerleri yoksa A kosegenlestirilebilir degildir”) yanlhistir:
A'nin tekrarlanmis (repeated) 6zdegerleri olabilir ancak yine
de kosegenlestirilebilir olabilir
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