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Bolum 1

Norm



Norm

v

v

norm, bir vektoriin bayikligini 6lgmek icin kullanilir

bir n-vektoriin Oklit normu (veya kisaca normu)

seklinde tanimlanir
Oklit normu n = 1 icin mutlak degere doniisiir

Oklit normuna 2-normu da denir (baska isimleri de vardir,
ornegin: karesel norm, [>-normu). diger normlarla
karismasin diye Oklit normu genellikle |||, seklinde
gosterilir. biz bu derste sadece Oklit normunu
kullanacagimizdan bu normu kisaca ||z|| seklinde
gosterecegiz



R? icin Oklit normu
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Normlar (ek bilgi)

Oklit normundan baska vektoér normlar da vardir, 6rnegin:

» 1-normu (veya, Manhattan normu)

n
zfly =D [
i=1
» sonsuz normu
[2]loo = max (|21, [zal, - . ., |zn])

» genel olarak: p-normu (p gergel (real) sayr; p > 1)

n 1/1’
lafl, = (Z |:cirp)
=1



R? icin 1-normu (ek bilgi)

T2 x1
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R? icin sonsuz normu (ek bilgi)

<
S N\
w77
S
S ‘{%\\\\\}3‘&“&‘?‘“\““%#Zf%;%{%lmﬂ’/ iy
et Wi 0y iy
I eyt g ety iy
TR ity ety i
oot A s
nudiit it 0 000 g 0
i O NN 00 3 0 g g g
e }%“‘\\\\\\“\\\ W ) 7 IIZ””III"”'II‘;{Z" I A’

W W\ 7 0
e il
(U
wn ‘\\ )

f@) =llzlle  ze€R



Normun ozellikleri

her n-vektor x ve y ile her skaler 3 igin
» homojenlik: ||Bz|| = |z|||z||
> icgen esitsizligi: [z +y|| < ||z + [y
» negatif olmama: ||z|| >0
» tanimlilik: ancak z = 0 ise ||z|| =0

ozelliklerine sahip bir f(z) = ||z|| fonksiyonuna norm denir
(f:R" - R)

icgen esitsizligi haricindekilerin dogru oldugunu gostermek
kolaydir; l¢gen esitsizliginin dogru oldugunu daha sonra
gosterecegiz



RMS degeri

» n-vektdr x'in ortalama-karesel (mean-square) degeri:

vy

i+as+-- x|z

n n

n-vektor x'in karekok-ortalama-karesel
(root-mean-square, RMS) degeri:

EEn Tt
rms(z) = =

n v

rms(z), |z;|'nin tipik degerini verir

ornek: rms(1) = 1 (n'den bagimsiz sekilde)
RMS degeri farkli uzunluktaki vektérlerin biyikliiklerini
karsilastirmak icin kullanishdir



Blok vektorlerin normu

» a, b ve c vektorlerini ele alalim. bu vektorler icin asagidaki
ifade gecerlidir

2
a

bl|| =a’a+b'b+cle=|lal” +[IBlI* + fc]®
c

» bu ifadeden asagidaki ifade elde edilir

a ledi
bl = VaTa+bTb+cTe= ||| ||b]
¢ el

(sag taraftaki ifadeyi dogru anladiginizdan emin olun)

» bu fikirleri daha sonraki kisimlarda kullanacagiz



Chebyshev esitsizligi

> |x1|, |x2|, ..., |T,| ile verilen sayilardan k adedinin a'ya
esit veya a'dan biiylik oldugunu farz edelim

2

2 ile verilen sayilardan k adedi a?'den

» o halde 2%, 2%,... @
blyik olacaktir

v

dolayisiyla ||z]|?> = 2T + 23 + - - - 22 > ka? olur

v

dolayisiyla k& < ||| /a? ifadesi gegerlidir

» |z;| > a'yi saglayan z;'lerin sayisi ||x||?/a*'dan fazla
degildir

» buna Chebyshev esitsizligi denir
» RMS degeri cinsinden yazarsak:
|x;| > a'yi saglayan z;'lerin orani (%S(I))?'dan fazla
degildir
» ornek: elemanlarin en fazla %40 |x;| > 5 rms(z)
ifadesini saglayabilir



Chebyshev esitsizligi

ornek:
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a=206
|z;| > a, k = 4 adet sayi i¢in saglaniyor
2
k< 120 _ 1 a5
a

k'nin Gst sinirn = 12.5858

RMS degeri cinsinden:
(rms(m)

a

2
) = 0.6293

2'in elemanlarindan en fazla %62.93'(

|z|; > 6'y1 saglar



Bolim 2

Uzaklik



Uzakhk

> iki n-vektor a ve b arasindaki (OKklit) uzaklik
dist(a,b) = ||a — b]|

» n =1,2,3 i¢in siradan (fiziksel) uzakhg: ifade eder

a

b/

» rms(a — b), a ile b arasindaki RMS sapmadir



Ucgen esitsizligi

» kosenoktalari (vertex) a, b ve ¢'de olan bir l¢gen ele
alalim

» kenar uzunluklari [ja — 0|, ||b — ]|, ||la — ¢||

1

» lcgen esitsizligi (||« + y|| < ||z]| + ||y||) kullanilarak
la—cll = ll(a=0) + (b= )| < [la —bl[ + b -]

ifadesi yazilabilir, yani (i¢iincii kenarin uzunlugu diger iki

kenarin uzunluklarinin toplamindan fazla degildir
C

lla —cl|
16— cll

lla - bl



Oznitelik uzakhg ve en yakin komsular

» 1 ve y iki 6genin Oznitelik vektorleri olsun. bu durumda
|x — yl||'ye oznitelik uzakhig (feature distance) denir

» 21, 2,...,2, bir grup vektor olsun. 2
1=1,...,migin

z \
|z — 2| < lz — 2

saglaniyorsa z;'ye x'in en yakin .
komsusu (nearest neighbor) denir '

» bu basit fikirler cok yaygin sekilde kullanilir



Bolim 3

Standart sapma



Standart sapma

» n-vektdr z'in ortalamasi (mean): avg(z) = 17z /n
» 2'in ortalamadan arindiriimis (de-meaned) hali:

T =z —avg(z)l (avg(z) = 0 olur)
» standart sapma (standard deviation)

std(z) = rms(#) = 1°= <1w_f/n>1||

» std(z), z;'nin avg(z)'ten gosterdigi farkliliklarin tipik
miktarini verir

» ancak x = a1 (bazi « igin) ise std(x) = 0 olur

» ortalama ve standart sapma icin yaygin olarak Yunan
harfleri 11 ve o kullanilir

» RMS degeri ile ortalama ve standart sapma arasi baginti:

rms(z)* = avg(z)? + std(z)?



Standart sapma: Ornek 1

siav notu verisi histogram
100 25
20
g "
g < 15
: 2
g & 10
@
5
0
20 40 60 80 100 0 50 100
ogrenci indisi smav notu

avg(z) = 50 std(z) =5



Standart sapma: Ornek 2

siav notu verisi histogram
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ogrenci indisi smav notu

avg(z) = 50 std(z) = 15



Standart sapma: Ornek 3

siav notu verisi histogram
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ogrenci indisi smav notu

avg(z) =70 std(z) = 10



Ornek: Ortalama getiri ve risk

>

>

>

x bir yatinm (investment) (veya degerli varlik (asset))
icin bir donem icindeki getirilerin zaman serisi

avg(x) dénem icin ortalama getiri (avg(x)'e genellikle
kisaca getiri denir)

std(x) getirinin donem boyunca ne kadar degiskenlik
gosterdiginin dlcusudir. std(z)'e risk denir

(farkli getiri zaman serileri olan) birden ¢ok yatirim, getiri
(avg(z)) ve risk (std(x)) cinsinden karsilastirilir

bu karsilastirma genellikle bir risk-getiri grafigi ile ortaya
konur



Ornek: Risk-getiri grafigi
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Standart sapma icin Chebyshev esitsizligi

» 1z n-vektdr (ortalamasi avg(z), standart sapmasi std(x))

» vaklasik bir fikir: x'in cogu elemani ortalamadan ¢ok
uzakta degildir

» Chebyshev esitsizliginden, x'in
|z; —avg(z)| > « std(x)

sartini saglayan elemanlarinin orani 1/a?'den fazla degildir
(a > 1 igin)
» 8 ortalama ve 3 standart sapmali getiri zaman serisi icin,

kayip (yani, x; < 0) yasanan dénemler bitin dénemlerin
%14.1'inden ((3/8)* = %14.1) fazla olmaz



Standart sapma icin Chebyshev esitsizligi

ornek:
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|z;| > a, k = 4 adet sayi i¢in saglaniyor
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k< 120 _ 1 a5
a

k'nin Gst sinirn = 12.5858

RMS degeri cinsinden:
(rms(m)
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2'in elemanlarindan en fazla %62.93'(

|z|; > 6'y1 saglar



Bolim 4

Aci



Cauchy-Schwarz esitsizligi

» iki n-vektor a ve b icin Cauchy-Schwarz esitsizligi
[a”b] < [lalll[bl]

» acik sekilde yazilirsa:

la1hy + - 4+ apby| < (a%+-..—|—ai)l/2 (b?+~--+bi>1/2

» buradan licgen esitsizligini gosterebiliriz:

lall* + 24”5 + [[b]*
< llal* + 2llall[[b]] + [[p[*
(llall + f1o]1)?

la + b]*



Cauchy-Schwarz esitsizliginin tiiretilmesi

» a veya b 0 ise esitsizligin dogru oldugu agiktir

» o = ||al| ile B = [|b]|'nin sifirdan farkli oldugunu
varsayalim

» buradan hareketle asagidaki ifadeler yazilabilir:
0 < [|8a — ab|]
= [|8a]l* =2 (Ba)" (ab) + ||ab]?
— B2)all? — 28a (a7b) + a2[b|
= 2l|al*[[p]* = 2]|all o] (")
& Jalllbl (a78) < llal?b]?*
& a’b < allllo]

» ayni prosedir —a ve b'ye uygulanarak Cauchy-Schwarz
esitsizliginin diger yarisi elde edilebilir



sifirdan farkh iki vektor a ve b'nin arasindaki aci

a’d
Z(a,b) = arccos ( )
lelll[oll

seklinde tanimlanir
Z(a,b) € [0, 7]

a'b = lal|[[bllcos (£(a, b))

esitligini saglayan sayidir

n = 2,3 icin vektorler arasi siradan aclyi ifade eder



Acilanin siniflandinimasi

0 =Z(a,b)

» 0 =7/2=90° a ve b dikgen (orthogonal); a L b
(a™b = 0) ile gosterilir

» 0 =0: ave b hizalanmis (aligned) (a®b = ||al|||b]|)

» 0 =m = 180° a ve b ters hizalanmis (anti-aligned)
(ab = —[lall][]])

» 0 <7/2=090° avebdar agi (acute angle) yapar
(ab > 0)

» 0> /2 =090° ave b genis agi (obtuse angle) yapar
(ab <0)

NS /AN



Korelasyon katsayisi

» a ve b vektorlerini ve ortalamadan arindirilmis halleri
a=a—avg(a)l, b=0b—avg(h)l
> a ve b arasindaki korelasyon katsayisi (correlation
coefficient) (a # 0, b # 0)
a’'b

- lalljiol

p

» p=cos Z(a,Db)
— p=0: a ve b korelasyonsuz (uncorrelated)
— p > 0.8 (takriben): a ve b yiiksek korelasyonlu (highly
correlated)
— p < —0.8 (takriben): a ve b yiiksek ters korelasyonlu
(highly anti-correlated)
» cok kabaca: a ve b'nin yiiksek korelasyonlu olmasi, a; ve
b;'nin tipik olarak birlikte ortalamalariin istiinde (veya
altinda) olmasi anlamina gelir



Ornekler: Korelasyon katsayisi
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Ornekler: Korelasyon

» yiksek korelasyonlu vektorler:
— yakin konumlardaki yagis zaman serileri
— ayni sektordeki benzer sirketlerin glinliik getirileri
— yakindan ilgili (6rnegin, ayni konudaki) belgelerin sézciik
sayisi vektorleri
— ayakkabi ve corap satislan (farkli konum veya
dénemlerde)
» vyaklasik olarak korelasyonsuz vektorler
— farkl parcalarin ses sinyalleri
— sicaklik verisi ile borsa endeksi
» (kismen) ters korelasyonlu vektorler
— farkh yarn kirelerdeki iki sehirdeki giinlitk sicakliklar
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