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Bolum 1

Sol matris tersleri



Bir sayinin tersi

» xa = 1 esitligini saglayan bir x sayisina a'nin tersi
(inverse) denir (burada x ve a skaler)

» ters (yani, 1/a) ancak ve ancak a # 0 ise mevcuttur, ve
essizdir (unique)

» ornek 1: x5 =1 — a'nin tersi: x = 0.2 (x = 0.2
sayisindan baska a'nin tersi olan sayi yok, dolayisiyla a'nin
tersi z = 0.2 essiz)

» ornek 2: x0 =1 — a =0, a’'nin tersi mevcut degil
(does not exist)



Sol tersler

» X A = [ esitligini saglayan bir X matrisine A'nin sol tersi
(left inverse) denir

» bir A matrisinin sol tersi mevcutsa A matrisine sol tersi
alinabilir (left-invertible) denir

» o6rnek:
-3 —4
A= |4 6
1 1

matrisinin iki farkli sol tersi mevcuttur:

1[-11 —10 16 1fo -1 6
B_9l7 8 —111’ 0_2[ ]



Sol ters ve siitun bagimsizhg:

» A'nin bir sol tersi C' mevcutsa A'nin situnlari dogrusal
bagimsizdir

» boyle oldugunu gérmek icin:
Axr=0ve CA =1 ise

0=C0=C(Az) = (CA)x =1z ==x

(hatirlatma: = = 0 Ax = 0"1 gerektiriyorsa A'nin siitunlari
dogrusal bagimsizdir)



Sol ters ve siitun bagimsizhg:

» bu ifadenin karsitinin da (yani, “A’nin situnlar dogrusal
bagimsizsa A'nin bir sol tersi C' mevcuttur” ifadesinin de)
dogru oldugunu daha sonra gorecegiz, dolayisiyla:

bir matris, ancak ve ancak siitunlan dogrusal
bagimsiz ise sol tersi alinabilir matristir

» bu, asagidaki ifadenin matrisler icin genellestirilmis halidir:

bir say1, ancak ve ancak sifirdan farkli ise
tersi alinabilir sayidir

» sol tersi alinabilir matrisler uzun matris veya kare matristir
(not: genis matrislerde satirdan ¢ok siitun vardir,
dolayisiyla siitunlar kendiliginden dogrusal bagimlidir)



Not: Genis matrisler ve dogrusal bagimhilik

ornek:

A’nin sutunlari:

bu siitunlar R*'de tanimh (yani, iki boyutlu) lic adet vektordiir.
iki boyutlu bir vektor kiimesi ancak iki elemanli ise dogrusal
bagimsiz olabilir.

genel olarak, bir genis matrisin situnlarinin dogrusal bagimsiz
olmasi imkansizdir



Sol ters ile dogrusal denklemlerin ¢coziimii

» Ax = b ifadesini ele alalim. A’nin sol tersi C' mevcut
olsun

» buradan Cb = C(Azx) = (CA)xr = Ix = x yazabiliriz
» dolayisiyla, Ax = b ifadesinin sag el tarafini (yani, b'yi)
A'nin bir sol tersi ile carpmak Az = b denkleminin

¢OzUmu x'i verir



Sol ters ile dogrusal denklemlerin ¢coziimii

ornek:
-3 —4 1

» asiri-belirli denklem takimi Az = b'nin (essiz) ¢oziimii:

x_'1
-1
» A matrisinin iki farkl sol tersi mevcuttur:

11— — | 1 _
B ln 10 16 [o 16]

ol7 s -u]> T30 1 -4

» sag el tarafini sol ters B ve C'ile (ayr ayri) carparsak:

welt] ol



Bolim 2

Sag matris tersleri



Sag tersler

» AX = I esitligini saglayan bir X matrisine A'nin sag tersi
(right inverse) denir

» bir A matrisinin sag tersi mevcutsa A matrisine sag tersi
alinabilir (right-invertible) denir

» ancak ve ancak AT sol tersi alinabilir ise A sag tersi
alinabilirdir:

AX =1 & (AX)T=1 & XTAT =1



Sag tersler

» dolayisiyla su sonuca varabiliriz:

bir matris, ancak ve ancak satirlani dogrusal
bagimsiz ise sag tersi alinabilir matristir

» sag tersi alinabilir matrisler genis matris veya kare
matristir (not: uzun matrislerde siitundan ¢ok satir vardir,
dolayisiyla satirlar kendiliginden dogrusal bagimlidir)



Not: Uzun matrisler ve dogrusal bagimhhk

ornek:

A’'nin satirlar:

S S S H

bu satirlar R?'de tanimhi (yani, iki boyutlu) ii¢ adet vektordiir.
iki boyutlu bir vektor kiimesi ancak iki elemanli ise dogrusal
bagimsiz olabilir.

N

genel olarak, bir uzun matrisin satirlarinin dogrusal bagimsiz
olmasi imkansizdir



Sag ters ile dogrusal denklemlerin ¢coziimii

» Ax = b ifadesini ele alalim. A'nin sag tersi B mevcut
olsun

» buradan Ax = A(Bb) = (AB)b = Ib = b yazabiliriz

» dolayisiyla, Ax = b ifadesinin sag el tarafini (yani, b'yi)
A’'nin bir sag tersi ile carpmak Ax = b denkleminin
¢cOzUimu x'i verir



Sag ters ile dogrusal denklemlerin ¢coziimii
-3 4 1 1
=] e-l
» A matrisinin iki sag tersi su sekildedir:

1 11 7
B=-1-10 8

16 —11

ornek:

1
C=:
’ 2

0 0
-1 1
6 —4

» eksik-belirli denklem takimi Az = b'nin (gesitli) ¢ozimleri

mevcuttur:
1/3 0
Bb=|2/3|, Cb=|1/2
—2/3 -1

(buradaki Ax = b'nin baska bircok ¢éziimi vardir)



Bolim 3

Matris tersi



Matris tersi

» A matrisinin sol ve sag tersi mevcutsa, bunlar essizdir ve
esittir. bu durumda A matrisine tersi alinabilir (invertible)
denir

» tersi alinabilir bir A matrisi kare matris olmak zorundadir
» boyle oldugunu gormek igin: AX =1 ve YA =1 ise

X=IX=YAX=Y(AX)=YI=Y
» A matrisinin tersi A™! ile gosterilir:
ATTA=AAT =1

» tersin tersi: (A7)l =A



Kare dogrusal denklem takiminin ¢oziimii

» A'nin tersi alinabilir oldugunu varsayalim

» her b icin Ax = b'nin essiz ¢ozimii mevcuttur:
r=A"1b

» bu, skaler denklem az = b'nin x = (1/a)b (a # 0 igin)
seklinde ¢ozimii olmasinin genellestirilmis halidir

» basit goriinen © = A~1b ifadesi bircok uygulamaya temel
olusturur



Tersi alinabilir matrisler

bir kare matris A icin asagidaki kosullar denktir:
» A'nin tersi alinabilir
» A'nin situnlan dogrusal bagimsiz
» A'nin satirlar dogrusal bagimsiz
» A'nin sol tersi mevcut
» A'nin sag tersi mevcut

bu kosullardan herhangi biri saglaniyorsa, diger hepsi saglanir



Matris tersi - Ornekler

> [t=1

» () dikgen matris (yani, QTQ = I'yi saglayan kare matris)
ise Q71 = QT

» not: dikgen (orthogonal) matrise birim dikgen
(orthonormal) matris de denir



Matris tersi - Ornekler

» 2 x 2 matris A ancak ve ancak ajjass # a12a9; ise tersi

alinabilirdir

aix a2 — 1 22 —a12
A= , A L=

ag1 Q22 a11Q22 — Q12021 | —G21 A1l

— bu formiilii bilmeniz gerekiyor

— daha blyiik matrisler icin buna benzer ancak ¢ok daha
karmasik formiller mevcuttur (bunlari bilmeniz
gerekmiyor)

» not: 2 X 2 matris A icin, aj1a00 — aizas; terimine A'nin
determinanti denir. genel olarak bir kare matris A'nin
determinanti det(A) ile gosterilir. determinant konusunu
daha sonra inceleyecegiz



Matris tersi - 3 x 3 matris ornegi

1 -2 3
A=10 2 2
-3 —4 -4

» A tersi alinabilir matristir, tersi su sekildedir:

L [0 =20 —10
A‘1:% -6 5 =2
6 10 2

> AA™' =T (veya A~'A = I) ifadeleriyle sinanabilir

» matris tersinin hesaplanmasini daha sonra inceleyecegiz



Matris tersinin ozellikleri

» (AB)™! = B7'A™! (tersler mevcutsa)

> (A7)t = (A™HT (bu bazen A~ ile gosterilir)

» negatif matris tsleri: (A~1)*, A~% ile gosterilir

> A% =T ile, esitlik A¥ Al = A+ biitiin k ve [ tamsayilari
icin saglanir



Ucgen matrisler

» kosegen elemanlari sifir olmayan alt liggen matris L tersi

alinabilirdir
» boyle oldugunu gormek icin, Lx = 01 su sekilde yazalim:
LHZL’l = O
Loy + Losxs =0

Lnlxl + Ln2x2 + -+ Ln,n—lxn—l + Lnnxn =0

— birinci denklemden: z; = 0 (L;; # 0'dan dolayi)
— ikinci denklem Losxo = 0 olarak basitlesir, dolayisiyla
x9 = 0 (Log # 0'dan dolayr)

— islemin devami buna benzer sekilde yapilir
bu, L'nin situnlarinin dogrusal bagimsiz oldugunu
gosterir, dolayisiyla L tersi alinabilirdir

» benzer sekilde: kosegen elemanlari sifir olmayan st l¢gen

matris R tersi alinabilirdir



QR aynistirmasiyla matris tersi hesabi

» A'nin kare ve tersi alinabilir oldugunu varsayalim
» = siitunlari dogrusal bagimsizdir

» = Gram-Schmidt algoritmasiyla su sekilde bir QR
ayristirmasi elde edilir:
- A=QR
- @ dikgen matris: QTQ =1
— R kosegen elemanlar pozitif olan ist Gicgen matris,
dolayisiyla tersi alinabilir

» = su ifadeleri elde ederiz:
Afl — (QR)fl — Rlefl — RleT

» sonug olarak A~1'yi R71QT olarak hesapladik (R~!'nin
hesaplanmasina daha sonra bakacagiz)



Bolim 4

Dogrusal denklemlerin ¢oziimii



Geri yonde yerine koyma

» R kosegen elemanlari sifir olmayan (st tiggen matris olsun
(not: bu sekildeki bir matris tersi alinabilirdir)
» Rx = 0b'yi su sekilde yazalim:

Rixy + Rigwg + -+ + Ry 12p—1 + Ripx, = by

Ry ipn-1%Tn—1+ Ry_1 0%y = bpy
Rz, = b,
» son denklemden x,, = b,/ R,, elde edilir
» sondan bir onceki denklemden
. b1 — Rnfl,nl’n
Ry 1n1

Tn-1 =

elde edilir
» islemin devami buna benzer sekilde yapilarak
Tp_9,Tn_3,...,2 elde edilir



Geri yonde yerine koyma

» denklem takiminin bilinmeyenlerini ters yonde (z,,'den
x1'e dogru) buldugumuz ve bulunan z; degerlerini
denklemde yerine koydugumuz icin bu yonteme geri yonde
yerine koyma (back substitution) denir

» bu ydéntem ile z = R~'b hesaplanir

» karmasiklik:

— birinci adimin maliyeti: 1 flop (bdlme)
— ikinci adimin maliyeti: 3 flop
— 4. adimin maliyeti: 2¢ — 1 flop

toplam maliyet: 14+ 3+ -+ (2n — 1) = n? flop



QR aynistirmasiyla denklem ¢o6ziimii

» A'nin tersi alinabilir oldugunu varsayalim

» Az = b denklemini ¢ézelim (yani, z = A~ 'd'yi
hesaplayalim)

» QR ayristirmasi A = QR ile sunu elde ederiz:

AT = (QR) = RTQT

» buradan geri yonde yerine koyma ile z = R71(Q7b)
hesaplanir



QR aynistirmasiyla denklem ¢o6ziimii

problem verisi: tersi alinabilir n X n matris A, n-vektér b

algoritma:

verilenler: dogrusal denklem takimi Az =b

adimlar:
1) QR ayristirmasi A = QR'yi hesapla (2n® flop)
2) QTb'yi hesapla (2n? flop)
3) Geri yonde yerine koyma kullanarak

licgen denklem Rz = QTb'yi ¢coz (n2 flop)

karmasiklik:
» toplam maliyet: 2n® 4 3n? = 2n? (biyik n icin)



Coklu sag el taraflan

v

tersi alinabilir A igin Ax; =b;'yi (i =1,...,k) ¢ozelim

bunun icin 6nce bir defa QR ayristirmasi yapilir (maliyet
2n3 flop)

sonra i = 1,...,k icin geri yonde yerine koyma ile
Rx; = QTb; ¢oziilir (maliyet 3kn? flop)
toplam maliyet: 2n3 + 3kn? flop

k n'ye gore kiciikse, maliyet bir adet denklem takiminin
maliyetiyle aynidir



Bolim 5

Matris ayristirmalar (ek bilgi)



Matris ayristirmalan

matris ayristirmasi (factorization veya decomposition) ile bir
matris bir grup matrisin carpimi olarak carpanlarina ayrihr.
farkl problem siniflari icin kullanilan, degisik 6zelliklerde bircok
matris ayristirmasi mevcuttur.

sik kullanilan bazi matris ayristirmalari:
» QR aynistirmasi: A = QR (Q dikgen matris, R kdsegen
elemanlari pozitif olan Ust Gggen matris)

» LU aynistirmasi: A = PLU (P devsirim matrisi, L alt
i¢gen matris, U Ust Gggen matris)

» Cholesky ayristirmasi: A = LLT (L kosegen elemanlari
pozitif olan alt Gggen matris)



LU aynstirmasiyla denklem ¢oziimii

algoritma:

verilenler: dogrusal denklem takimi Az =b
(A tersi alinabilir n x n matris, b n-vektor)
adimlar:
1) LU aynistirmasi A = PLU'yu hesapla ((2/3)n? flop)
2) Pz = b'yi ¢6z (0 flop)
3) Lzy = z'yi ¢coz (n? flop)
4) Uz = 2z5'yi ¢6z (n? flop)

karmasiklik:
» toplam maliyet: (2/3)n® + 2n? ~ (2/3)n? (blyik n icin)



Cholesky ayrnistirmasiyla denklem ¢oziimii

algoritma:

verilenler: dogrusal denklem takimi Ax =b
(A pozitif tanimli n X n matris, b n-vektor)
adimlar:
1) Cholesky aynistirmasi A = LL""yi hesapla ((1/3)n? flop)
2) Lz, = b'yi ¢céz (n? flop)
3) LTz = 2'yi ¢6z (n? flop)

karmasiklik:
» toplam maliyet: (1/3)n® + 2n? ~ (1/3)n? (blyik n icin)



Bolim 6

Sozde ters



Gram matrisinin tersi alinabilirligi

v

(tersi alinabilirlik: invertibility)

Gram matrisi: G = ATA

ancak ve ancak AT A tersi alinabilir ise A'nin siitunlari
dogrusal bagimsizdir

boyle oldugunu gérmek icin, Az =0 < ATAz =0
oldugunu gosterecegiz

=: Az =0ise (ATA)x = AT(Az) = AT0=0

<: (ATA)z =0 ise

0=a"(ATA)x = (Az)"(Ax) = ||Az|* =0

dolayisiyla Ax =0



Uzun matrisin sozde tersi

» A siitunlan dogrusal bagimsiz bir uzun matris ise AT A
tersi alinabilirdir

» bu sekildeki bir A matrisinin sézde tersi (pseudo-inverse)
AT ile gosterilir ve

Al = (ATA) AT

olarak tanimhdir
» At A'nin bir sol tersidir:

ATA = (ATA)TATA = (ATA)H(ATA) =T

(bunun A'nin ¢ok énemli bir sol tersi oldugunu daha
sonra gorecegiz)
» Af, A kare matris ise A™! olarak basitlesir:

Al = (ATA) AT = A1 ATTAT = A7 = A7)

» not: sozde terse “Moore-Penrose tersi” de denir



Genis matrisin sozde tersi

» A satirlari dogrusal bagimsiz bir genis matris ise AA”
tersi alinabilirdir

» bu sekildeki bir A matrisinin sézde tersi AT ile gosterilir ve
AT = AT(AAT)

olarak tanimhdir
» AT, A'nin bir sag tersidir:

AAT = AAT(AAT) = ]

(bunun A'nin ¢ok énemli bir sag tersi oldugunu daha
sonra gorecegiz)

» AT, A kare matris ise A™! olarak basitlesir:

Al = AT(AAT) L = ATATA = A



QR aynistirmasiyla sozde ters

» A'nin situnlan dogrusal bagimsiz olsun
» QR ayristirmasi: A = QR
» (not: QTQ = I; R st iiggen, kdsegen elemanlar pozitif,
tersi alinabilir)
» buradan AT”A = (QR)"(QR) = R"Q"QR = R"R
——

I
yazilabilir

» dolayisiyla
t_ (AT AN—1 _ (pT py—1 T _ p—1 p-TpT AT _ p-1HT
Al=(A"A)" =(R"R) (QR)" =R R[RQ =R Q

yazilabilir

» AT QT'nin siitunlari lizerinde geri yonde yerine koyma
kullanilarak hesaplanabilir

» satirlari dogrusal bagimsiz A icin AT = QR™7
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