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Bolim 1

Kiime olusturucu notasyonu



Kiime olusturucu notasyonu

kiimeler bitiin elemanlar belirtilerek tanimlanabilir. 6rnekler:
> A={7, 3,15, 32}: 3,7, 15 ve 32 sayilarini iceren (ve
baska hi¢bir sey icermeyen) kiime
» B={a, b, c}: a, bve cyiigeren (ve baska hi¢bir sey
icermeyen) kiime

A B



Kiime olusturucu notasyonu

kiimeler, elemanlarinin sagladigi kosullar belirtilerek de
tanimlanabilir. bunun icin kullanilan notasyona “kiime
olusturucu notasyonu"” (set-builder notation) denir.

S ={z|0(z)}

» S: kiimenin adi (farkh adlar verilebilir)
» x: kiimenin elemanlari (farkli adlar verilebilir)
» O(z): yiklem (predicate) (elemanlarin sagladig kosullar)

» kiimenin elemanlarinin dahil oldugu bir lstkiime
(superset) de belirtilebilir, érnegin: z € R™ ve
S ={z € R"|®(x)}. budurumda, S kiimesinin bu
distkiimenin altkiimesi (subset) oldugu anlasilir. bu durum
S CR"™ (“S, R"'nin altkiimesi”) ile gosterilir



Kiime olusturucu notasyonu

ornekler:
» {z € R|z > 0}: kesin pozitif reel sayilarin kiimesi
» {x € R||z| = 1}: mutlak degeri 1'e esit olan reel
sayilarin kiimesi (yani, {—1,1})
» {r e R|z <2veyazx >3}
» {z € Z|x >3} 3'ten kii¢iik olmayan tamsayilarin
kiimesi

(not: R reel sayilar, Z tamsayilar, N dogal sayilar, Q rasyonel
sayilar, I sanal sayilar, C karmasik sayilar)



Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

Dogru (R?)

S={rcR?|zy =05z, +0.5} o

T2

yaziyla: zo = 0.5z + 0.5
dogrusunun Gzerindeki
noktalardan olusan kiime 0




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

Dogru parcasi (R?)

S={reR? ...
x9 = 0.521 + 0.5, ...

yaziyla: z9 = 0.521 + 0.5
dogrusunun UGzerindeki
noktalardan —0.5 < z; <1
kosulunu saglayanlardan olusan
kiime

T2




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

ki dogrunun kesisimi (R?)

S={reR? ...
1‘2:0.51’1—|—O.5,
Ty = 1.52; + 0.5}

yaziyla: zo = 0.521 + 0.5 ve

o = 1.5x1 + 0.5 dogrularinin
tizerindeki noktalardan olusan
kiime (bu kiimenin bir elemani

vardir: o — m)

T2




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

ki dogrunun kesisimi (R?)

S ={r e R?| Az = b}

0.5 —1 —0.5
A= l1.5 —1] b= [0.5] v

T2

yaziyla: Ax = b denkleminin
¢6ziimi olan noktalardan
olusan kime (bu kiimenin bir

elemani vardir: z = [H)




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

Hiperdiizlem (hyperplane) (R?)

S={rcR?|a"r =10} 1
0 0.5
-1
yaziyla: a'ya dik noktalardan

olusan (orijinden kayma b ile) 1
kiime

b= —-0.5




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

Yariuzay (halfspace) (R?)

S ={z € R*|zy > 0.5z, + 0.5}

yaziyla: o > 0.521 + 0.5
kosulunu saglayan noktalardan
olusan kiime




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

Yariuzay (halfspace) (R?)

S={recR?|a"z <b}

l0.5
a =

i b=-05

yaziyla: a’z < b kosulunu
saglayan (veya, kayma b ile, a
ile genis agi yapan)
noktalardan olusan kiime




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

Yariuzay (halfspace) (R?)

S={recR?|a"z>0b}

a= [0'5 b= —-0.5

—1

yaziyla: a’x > b kosulunu
saglayan (veya, kayma b ile, a
ile dar agi yapan) noktalardan
olusan kiime




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

Kare (R?)
{r € R*| Az < b} !
0.5
1 0 1 § o
=1 0 |1 o5
A= 0o 1} b= 1
0 -1 1 B




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

Daire (R?)

{z e R[] < 1}

veya 0.5

{r e R?*|2T2 <1}




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

Cokgen (polygon) (R?)

{r € R?*| Az < b}

1.9 05

11 —2.7
A=|-11 06|, b=

0.7 0.9

~19 0.1

S G S G T O WY

T2




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

Elips (ellipse) (R?)

{r e R?|2" Pz <2}

p_ [ 1.8 —0.8] )

T2

-08 1.8




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

Spektrahedron (R?)

{z € R? |z1 A1 + 22A2 < B}

0.2
Air=10
0.1
0.1
Ag = (0.1
0.4
0.9
B=1]0
0.1

0.2
0.2

0.1
0.3
0.2

0.2
0.1

0.1

0.1

0.2

0.1
0.1
0.1

0.4
0.2

|

T2




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler
Kip (R?)

{x € R*| Az < b}

1 0 0 1
~1 0 0 1
0 1 0 1
A=lo —1 o "= h
0 0 1 1
0 0 -1 1]




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

Kire (R?)

{z e R?|||z]] < 1} g
veya

{reR¥|2T2 <1}




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

Cokyiizli (polyhedron) (R?)

{z e R®| Az < b}

0.7 0.1 —-0.7
-02 —-03 1.5
0.5 -0.7 =03
-1.2 01 —-1.2
A= 1.8 0.1 0.8 |’ b=
-0.5 04 0.2
2.6 1.4 0.4
-1 =09 -12

[ e e T




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

Elipsoit (ellipsoid) (R?)

{r eR* |2 Pz <1}

8.8 4 =77
P=1] 4 26 —49
7.7 =49 13.1




Kiime olusturucu notasyonu - Ornekler

Spektrahedron (R?)

{zx €R3 2141 + 2242 + x3As +1 € S5} ///// \‘\
15— \
[0 1 0] !
Al = |1 0 0 0.5
0 0 O ™ 0
: : 8
00 1 05
Ao=|(0 0 O -1 /
_1 0 0_ 1.5 ////
[0 0 0] / //1/\
As=10 0 1 o\ o
_O 1 0_ -1 1
T2 X



Bolim 2

Vektor uzaylari ve altuzaylar



Vektor uzaylan

bir vektor uzayi (vector space) (veya dogrusal uzay (linear
space)), elemanlar birbiriyle toplanabilen ve skalerler ile
carpilabilen vektorlerden olusan bir kiimedir.

reel sayilar Gizerinde tanimli bir vektor uzayi
» bir V kimesi
» bir vektor toplama: V x V — V
» bir skaler carpm: R x V — V
» bir belirli (distinguished) eleman 0 € V

unsurlarindan olusur



Vektor uzaylan

bir vektor uzayinin unsurlari su 6zelliklere sahiptir:

>

>

r+y=y+ux Vr,y €V (toplama islemi degismeli
(commutative))

(x+y)+z=x+ (y+2), Vz,y,z € V (toplama islemi
birlesmeli (associative))

0+x =z, Yz €V (0 toplama isleminde etkisiz/birim
(identity) eleman)

Ve eV I(—z) €V oyle ki z + (—z) = 0 (toplama
islemine dair ters (inverse) mevcut)

(af)x = a(fz), Yo, B € R, Yx € V (skaler carpim
birlesmeli)

alx+y) =ar+ay, Ya € R, Vz,y € V (sagdan
dagilma (distributive) kural)

(a+ PB)x = ax + Pz, Va, B € R, Yz € V (soldan
dagilma kurali)

lr=a, Ve eV



Vektor uzaylari - Ornekler

v

V1 = R", standart (eleman bazinda (componentwise))
vektor toplama ve skaler carpim ile

V, = {0} (burada 0 € R")

V3 = span(vy, vg, ..., %) (v1,02,...,0, € R")

not: {vy,va, ..., v} seklindeki bir vektor kiimesinin

gerdigi uzay span(vy, vy, ..., vy) ile gosterilir ve
span(vy, vy, . .., U) = {a1v1 + - + v | a; € R}

olarak tanimlanir. span(vy, vy, ..., vg), {v1,v2, ..., v}

vektor kiimesinin bitln dogrusal bilesimlerini iceren
kiimedir



Altuzaylar

Nx4+y €S herx,yeSicn
2)az €S heraeRvexeSigin

saglaniyorsa S C R™ kiimesine bir altuzay (subspace) denir

» altuzaylar toplamaya gore kapaldir (1)
» altuzaylar skaler carpmaya goére kapalidir (2)

» not: bir kiimenin bir isleme gore kapali olmasi, o kiimenin
eleman veya elemanlarina o islem uygulandiginda olusan
sonucun da kiimenin elemani oldugu anlamina gelir



Altuzaylar - Ornekler

» R? icin orijinden gecen bir dogru

» R3 icin orijinden gecen bir dogru veya bir diizlem

» S = R"™ R” kendisinin bir altuzayidir

» Sy, = {0}: R™'nin en kiigik altuzayi orijini iceren kiimedir

> vy, 09,...,0; € R™ vektorlerinin gerdigi uzay (vektorlerin
biitiin dogrusal bilesimlerini iceren kiime) bir altuzaydir:
Sz = Span(vla Vs - - 7Uk)

» iki altuzayin toplami bir altuzaydir:

Si=8S+T={ax+ylzeS,yeT}



Dikgen altuzaylar

» S, T C R” altuzaylari
’y=0 herz eS8, yeT icin

kosulu saglaniyorsa dikgen altuzaylardir
» her S C R” kiimesi icin,

St ={x|2"y=0 herye Sicin}

ile verilen kiimeye S'nin “dikgen timleyeni” (orthogonal
complement) denir

» S altuzay olmasa bile S+ daima bir altuzaydir

» S her biri, S'nin elemani olan biitiin vektérlere dikgen
olan vektorlerden olusan kiimedir



Bolim 3

Sifir uzayi



Bir matrisin sifir uzayi

bir A € R™*™ matrisinin sifir uzay (nullspace)
N(A)={z eR"|Az =0} CR"

olarak tanimlanir

> N(A), R"nin bir altuzayidir

> N(A), y = Az islemiyle sifira eslenen vektorlerin
kimesidir

» N(A), A'nin bitiin satirlarina dikgen olan vektérlerin
kimesidir

N(A), y = Az icin x'teki belirsizligi (ambiguity) verir:

» y=Axve z € N(A) ise, y = A(x + z) olur

» diger taraftan, y = Az ve y = A7 ise, bazi z € N(A) icin
T =a+ zolur

N (A) asla bos kiime olmaz; 0 daima A/ (A)'nin bir elemanidir



Tek elemani 0 olan sifir uzayi

bir A matrisinin sifir uzayinin tek elemani 0 ise A'ya bire bir
(one-to-one) denir.

bu durum (yani, N'(A) = {0}) asagidakilere denktir:

» 1 her zaman y = Ax’ten essiz bicimde hesaplanabilir
(yani, y = Az seklindeki dogrusal déntisiim enformasyon
‘kaybetmez')

» z'ten Ax'e esleme (mapping) bire birdir: farkh z'ler farkl
y'ler ile eslenir

» A'nin situnlan dogrusal bagimsizdir (dolayisiyla, sttunlar
gerdikleri uzayin bir tabanidir)

» A'nin bir sol tersi mevcuttur (yani, BA = I'yi saglayan
bir B € R™*™ matrisi mevcuttur)

» AT A tersi alinabilir matristir



Sifir uzayinin yorumlanmasi - Olciim

z € N(A) olsun. y = Az, z'in 8lgimiini (measurement)
temsil etsin

» 2 algilayicilardan (sensor) tespit edilemez (algilayicilardan
0 degeri okunur)

» z ve x + z algilayicilardan gelen degerlerden ayirt
edilemez: Az = A(x + z)

N(A), oleim y = Az ile 2'in bulunmasindaki belirsizligi
belirtir

genel anlamda, AV (A)'nin biyiik olmasi élcim (algilayici
okuma) problemleri i¢in olumsuzdur (¢ok belirsizlik var
demektir)



Sifir uzayinin yorumlanmasi - Cikis

z € N(A) olsun. y = Ax, giris (input) z'ten dolayi olusan
cikisi (output) temsil etsin

» 2 herhangi bir sonucu olmayan bir giristir

» 2 ve x + z'nin sonucu aynidir

N (A), belirli bir sonug olusturmak icin uygulanmasi gereken
giristeki secme 6zglrliglinl belirtir

genel anlamda, N (A)'nin biyiik olmasi tasarim/kontrol
problemleri icin olumludur (¢ok se¢me 6zgiirligi var demektir)



Bolim 4

Erim



Bir matrisin erimi

bir A € R™*™ matrisinin erimi (range)

R(A) = {Az|z € R"} CR™

olarak tanimlanir. erime siitun uzayi (column space) ve
deger kiimesi (image) de denir

>
>

| 4

R(A), R™ nin bir altuzayidir

R(A), dogrusal fonksiyon y = Ax ile ulasilabilen
vektorlerin kiimesidir

R(A), A'nin situnlarinin gerdigi uzaydir: A'nin situnlar
ai,as,...,a, olsun. span(ay,as, ..., a,) = R(A)

R(A), Az = y'nin bir ¢éziiminin olmasini saglayan y
vektorlerinin kiimesidir



Orten matrisler

bir A € R™*™ matrisinin gorinti kimesi R(A) = R™ ise A'ya
orten (onto) denir

bu durum (yani, R(A) = R™) asagidakilere denktir:
» Az = y denklemi her y icin x’e gore ¢oziilebilir
» A'nin situnlart R™'yi gerer

» A'nin bir sag tersi mevcuttur (yani, AB = I'yi saglayan
bir B € R™*™ matrisi mevcuttur)

» A'nin satirlar dogrusal bagimsizdir
> N(AT) = {0}

» AAT tersi alinabilir matristir



Erimin yorumlanmasi - Olciim

v € R(A) ve w ¢ R(A) olsun. y = Az, z'in él¢imini temsil
etsin

» y = v mumkin (possible) veya tutarli (consistent) bir
algilayici sinyalidir
» y = w imkansiz (impossible) veya tutarsiz (inconsistent)

bir algilayici sinyalidir: algilayicilar arizalanmistir veya
model yanlistir

R(A), algilayicilardan okunmasi miimkiin olan biitiin degerleri
belirtir



Erimin yorumlanmasi - Cikis

veER(A) vew ¢ R(A) olsun. y = Az, giris z'ten dolayi
olusan cikisi temsil etsin

» v mimkin bir sonuc¢ veya cikistir

» w bir sonuc veya ¢ikis olamaz

R(A), olusturulmasi mimkiin olan sonuglari veya ¢ikislari
belirtir



Bolim 5

Kerte



Bir matrisin kertesi

bir A € R™*™ matrisinin kertesi (rank)
rank(A) = dim(R(A))

olarak tanimlanir (yaziyla: bir matrisin kertesi, o matrisin
eriminin boyutudur)

matris kertesiyle ilgili bazi ozellikler:
» rank(A) = rank(AT)
» rank(A) bir A matrisinin en biiylik dogrusal bagimsiz

stitun (veya satir) sayisini verir, dolayisiyla
rank(A) < min(m,n)



Bir matrisin kertesi

» rank(A) bir A matrisinin en biyiik dogrusal bagimsiz
sttun sayisidir. bunu gérmek igin:

— A'nin sttunlar dogrusal bagimsiz ise, siitunlar erim icin
bir taban olusturdugundan, siitun sayisi kerteye esittir

— A'nin sttunlar dogrusal bagimsiz degilse, diger
situnlann gerdigi uzayda bir siitun mevcuttur. bunu
kiimeden cikartinz, gerekirse bu islemi tekrarlariz. sonug
olarak elimizde bir dogrusal bagimsiz vektor kiimesi kalir.
bu kiimenin eleman sayisi, matrisin kertesidir

; 1 01 1 0 1
ornek:A—l0 ) 1]—>v1—[01,02—[1],?}3—[1]

{v1,v9,v3} kiimesinde 3 vektor var ancak bu kiime dogrusal
bagimh (érnegin: vy = v3 — v2). kiimeden v;'yi ¢ikartalim:
{va,v3}. bu kiimede 2 vektor var ve kiime dogrusal bagimsiz.

bu kiimedeki vektor sayisi, A matrisinin kertesidir. dolayisiyla,
rank(A) = 2



Boyut korunumu

rank(A) + dim(NM(A4)) =n (A € R™")
boyut korunumunun yorumlanmasi:

» rank(A), y = Az islemiyle ulasilabilen y vektorlerinden
olusan kiimenin boyutudur

» dim(N(A)), y = Az islemiyle 0 sonucunu veren x
vektorlerinden olusan kiimenin boyutudur
» “boyut korunumu”: her giris boyutu ya 0'a donisir ya da
cikista gozukur
» kabaca soylemek gerekirse:
— n, giris z'teki serbestlik derecelerinin (degrees of
freedom) sayisidir
- dim(N(A)), z'ten y = Ax’e esleme (mapping)
esnasinda kaybolan serbestlik derecelerinin sayisidir
— rank(A), cikis y'deki serbestlik derecelerinin sayisidir



Satir ve siitun kertelerinin esitligi

A € R™™ matrisi verilsin.
» satir kertesi (row rank) A'nin satir uzayinin boyutu:
dim(R(AT))
» situn kertesi (column rank): A'nin eriminin (siitun
uzayinin) boyutu: dim(R(A))
satir ve situn kerteleri esittir:
dim(R(AT)) = dim(R(A)) = rank(A)



Tam kerteli matrisler

(A € R™ icin rank(A) < min(m,n) daima gegerlidir)
rank(A) = min(m,n) ise A'ya tam kerteli (full rank) denir

bir A € R™*™ matrisinin tam kerteli olmasi

» A kare matris (m = n) ise A'nin tersi alinabilir oldugu
anlamina gelir (rank(A) = m = n)

» A uzun matris (m > n) ise A'nin siitunlarinin dogrusal
bagimsiz oldugu anlamina gelir (bu durumda A'ya “tam
sutun kerteli” (full column rank) denir (rank(A) = n); A
sol tersi alinabilir matristir)

» A genis matris (m < n) ise A'nin satirlarinin dogrusal
bagimsiz oldugu anlamina gelir (bu durumda A'ya “tam
satir kerteli” (full row rank) denir (rank(A) = m); A sag
tersi alinabilir matristir)



Matris kertesi - Ornekler

-1

N W

-2
—2| — m =3, n =3, rank(A) = 3, A tersi alinabilir
2

0
4| — m =3, n =3, rank(A) = 2, A tam kerteli degil
4

-2 -1

—2 -2 — m =3, n=4, rank(A) = 3, A tam satir kerteli
2 -2

— m =3, n =2, rank(A) = 2, A tam siitun kerteli

1
1| — m =3, n =4, rank(A) =1, A tam kerteli degil
1



Bolim 6

Dikgenlik



Birim dikgen vektor kiimesi

{uy,ug,...,ux} C R™ seklinde bir vektor kiimesi
» |lul| =1 (i=1,2,...,k icin) ise dizgelenmistir
(normalized)
» i+ jicin u; L u; ise dikgendir (orthogonal)
» hem dikgen hem de diizgelenmis ise birim dikgendir
(orthonormal)

dikkat: birim dikgenlik (dogrusal bagimsizlik gibi) vektor
kiimelerinin bir ézelligidir (bireysel olarak vektorlerin degil).
bundan dolayr “uq, us, ..., u vektorleri birim dikgen
vektorlerdir” demek dogru degildir. “{uy,us,...,us} vektor
kiimesi birim dikgen bir kiimedir" demek dogrudur



Birim dikgenlik

vy

{uy,ug, ..., ug} kimesindeki vektorler situnlar olacak
sekilde bir U matrisi yazalim: U = [ul Uy -+ uk}
U'nun sutunlarindan olusan kiimenin birim dikgen
oldugunu géstermek icin UTU = I}, yazabiliriz

birim dikgen bir vektor kiimesi dogrusal bagimsizdir
boyle oldugunu gérmek icin Uz = 0"t U ile carpabiliriz
dolayisiyla {uy,us, ..., ux} vektdr kiimesi, bu vektorlerin
gerdigi uzay (veya, U'nun erimi) igin bir birim dikgen
tabandir (orthonormal basis)



R™ icin birim dikgen taban

bir U matrisi verilsin. U kare matris ise ve UTU = I ise U'ya
dikgen (orthogonal) matris denir

» Uy, Usg, ..., Uy, U'nin situnlar olsun

» {uy,ug,...,u,} ile verilen vektor kimesi, R™ icin bir
birim dikgen tabandir

» buradan U~! = U” (UTU = I) yazilabilir. benzer sekilde:

n
Z wul =1
i=1



Bolim 7

Dogrusal denklemlerin ¢oziimii



Dogrusal denklemlerin ¢coziimii

Az = b denklemini
¢dzmek istiyoruz

bé¢ R(A) beR(A)
¢6zim mevcut en az bir adet
degil ¢6ziim mevcut
; NA =L 7N V@) £ {0}
¥
. tam olarak bir adet sonsuz adet
en kiiciik kareler . .
N ¢ozum mevcut ¢ozum mevcut
yaklasik ¢6ziimii <
v=A" "
&= (ATA)"TATY
&= ) ’ en kiigiik norm
¢ozimi

&= AT(AAT) N



Dogrusal denklemlerin ¢coziimii

denklem: Az =b (A€ R™" beR™)

1) ¢oziimin varlig (existence): asagidakiler denktir:

» rank(A) = m (A tam satir kerteli)

» R(A) =R™ (A orten) (b€ R(A))

» her b € R™ icin, Az = b'nin en az bir ¢6ziimii mevcuttur
2) ¢oéziimiin essizligi (uniqueness): asagidakiler denktir:

» rank(A) = n (A tam siitun kerteli)

> N(A) = {0} (A bire bir)

» &, Ax = b'nin ¢6ziimi ise, mevcut tek ¢cézim budur
kosullar 1) ve 2) saglaniyorsa (yani, rank(A) =m =n), A
kare matris olmak zorundadir. bu durumda A tersi alinabilirdir
ve Az = b'nin essiz ¢coziimii x = A~1b ile verilir



Bolum 8

Ornekler



Ornek 1

m=2 n=2 rank(4)=2  dim(N(A4)) =0

n2
(]

1 ny
A tam kerteli. A tersi alinabilir. her b € R? = R(A) icin essiz
bir ¢oziim (z = A~1b) mevcut (NV(A) = {0})



Ornek 2

r
n2

1 ny
A tam kerteli degil. A tersi alinabilir degil. her b € R(A) igin
sonsuz adet ¢ézim mevcut (N(A) # {0})



Ornek 3
1] o) oof] o
m=2 n=3 rank(A)=2 dim\(A) =1

R(A) N(A)

ng

32 a1 o 1 2 3

n n
o) 1 2

A tam satir kerteli. A'nin sag tersi mevcut. her b € R(A) icin
sonsuz adet ¢éziim mevcut (N(A) # {0})



Ornek 4

A=

T3

N N S R T

1 -
A tam situn kerteli. A'nin sol tersi mevcut. her b € R(A) i¢in
essiz bir ¢6zim mevcut (N'(A) = {0})




R(A) N (A)
6, 3.
1 2
2 1
aq a
o 0 a 3 ™ 0
= 2 K/ . ®
4
6 1
5 \\ 7
0 N\ 0 \ N
r 5 \*:/*V’l”"\;;:;, o 4 6 o P ‘3\7;,,;;”’“1:);;;) o2 3

A tam kerteli. A tersi alinabilir. her b € R® = R(A) icin essiz
bir ¢éziim (z = A~'b) mevcut (N(A) = {0})
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A tam kerteli degil. A tersi alinabilir degil. her b € R(A) igin
sonsuz adet ¢ézim mevcut (N(A) # {0})
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