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Bolim 1

Dogrusal denklemlerin geometrisi



Dogrusal denklemlerin geometrisi, ornek 1

1 -1 =2 4
Az =10 A=11 3 =2 b= |—4
2 2 2 4

0.417 —-0.083 0.333| | 4 3.333
r=A"b=]-025 0.25 0 | -4 =] -2
—0.167 —0.167 0.167| | 4 0.667
, . \\\\\\ » kare denklem
' \ takimi (3 denklem,
0 N 3 bilinmeyen)
v, i » A~! mevcut
N T > beR(A)

‘ , » Az = b'nin essiz bir
! c6zimii mevcut



Dogrusal denklemlerin geometrisi, ornek 2

1 -1 0 4
Az =b A=1]1 3 4 b= |—4
2 2 4 4

0.36 —-0.14 0.22 4 2.889
s =Ab=1-0.31 019 —0.11| |-4| = |—2.444
0.06 0.06 0.11 4 0.444
o — o \ T~ » kare denklem
| ° h takimi (3 denklem,

: 3 bilinmeyen
s N )

» A~ mevcut degil
~ v » Az = b'nin ¢oziimi
>~ mevcut degil



Dogrusal denklemlerin geometrisi, 6rnek 3

1 -1 -2 -1 4
Ar=b A=1]1 3 -2 -2 b= |—4
2 2 2 -2 4
0.25 —0.09 0.2 A 2.17
sty — |70-29 025 —0.04] | "] _|-2.32
LN = ~1-0.14 —0.17 0.19 A ~ 1 0.88
—0.18 —0.01 —0.14 —1.27
o — 77/.\\\\\\ » eksik-belirli denklem

.- takimi (3 denklem,

0 4 bilinmeyen)
v ’k<’ A~! mevcut degil
L T be R(A)

» Ax = b'nin sonsuz
adet ¢o6ziiml mevcut

vy



Dogrusal denklemlerin geometrisi, ornek 4

0.417

— ATH —
r=Ab= l—0.25

25
~[-15

» asiri-belirli denklem
takimi (3 denklem,
2 bilinmeyen)

0.25 0 —2

—0.083 0.333] 4
2

v

A~! mevcut degil
> beR(A)

Ax = b'nin essiz bir
¢ozumu mevcut



Dogrusal denklemlerin geometrisi, 6rnek 5
1 -1
3 b=

0.417 —0.083 0.333 _44 ~13.333
—-0.25 0.25 0 4 N

Ax =10 A=

#s = Afb = [

S~ » asiri-belirli denklem

| ° takimi (3 denklem,
’ 2 bilinmeyen)
. N » A~ mevcut degil
N > b R(A)
. - A = » Az = b'nin coziimii
>~ mevcut degil



Bolim 2

En kicuk kareler problemi



En kiiciik kareler problemi

» m X n A matrisi uzun matris olsun, bu durumda Az = b
denklemi asiri-belirli olur

v

¢ogu b icin Ax = b'yi saglayan x yoktur
» en kigiik kareler (least squares, LS) problemi:
||Az — b||'yi minimize eden z'i se¢

» en kiiclk kareler problemi
minimize || Az — b]|?
x

formunda bir optimizasyon problemidir

» Az — b terimine kalinti (residual) denir ve r ile gosterilir:
r=Ax—b



En kiiciik kareler problemi

>

>

| Az — b||? terimine amag fonksiyonu (objective function)
denir

herhangi bir n-vektor x igin
IAZ — b|]* < [ Az — b]*

ise & en kuclk kareler probleminin bir ¢ozimudur

fikir: & kalintinin (0 olmasa da) mimkiin olan en kigiik
degeri almasini saglar

en kiiciik kareler (veri uydurmada) baglanim (regression)
da denir



En kiiciik kareler problemi

» Z'e Az = b'nin en kigiik kareler yaklasik ¢oziimu (least
squares approximate solution) denir

» i'e bazen en kiicik kareler anlaminda Ax = b'nin ¢oziimii
denir ancak bu yanhstir ¢iinklii £ Ax = b'nin ¢oziimii
degildir

» Z'nin AT = b'i saglamasi gerekmez, ve genellikle de
saglamaz

» ancak & A% = b'i saglarsa en kiiciik kareler probleminin
¢cozimudir



Siitun yorumu

>
>

ai,as, ..., a, A'nmn situnlar olsun

en kiiclk kareler amag fonksiyonu
| Az — b||* = ||(z1a1 + w200 + - - + Tpa,) — b]|?

seklindedir

dolayisiyla, en kiigiik kareler problemi, A'nin siitunlarinin
b'ye en yakin dogrusal bilesimini bulma problemidir

Z en kiicik kareler probleminin bir coziimii ise
AL = fclal + JAIQCLQ + -+ inan

olarak verilen m-vektor, A'nin siitunlarinin bitiin dogrusal
bilesimleri arasinda b'ye en yakin olandir



Satir yorumu

~T =T =T A
ay ,Qy,...,a, A'nin satirlari olsun

v

» kalinti bilesenleri (yani, kalinti vektori 7'nin elemanlari,
kisaca: kalintilar) r; = @l x — b; olarak yazilir

» en kiiclik kareler amac fonksiyonu
|Az — b||* = Zr (@i —b1)*+ -+ (alx — by)*

(yani, kalintilarin karelerinin toplami) seklindedir

» dolayisiyla, en kiiglik kareler problemi, kalintilarin
karelerinin toplamini minimize etme problemidir
— Ax = b'yi ¢cdzmek bitin kalintilari O yapmaktir
— asirt belirli oldugu icin Ax = b'yi ¢cézmek mimkiin
olmadiginda en kiiciik kareler ile kalintilarin hepsinin
kiiciik olmasina calisilir



Ornek

» en kiiglik kareler problemi
|Az —b||*> = (201 — 1)® + (=21 + 29)* + (205 + 1)?

ifadesini minimize edecek x'i secme problemidir



f(x)+2
2 0 1 - ) +1
S0
0 2 —1 ¢
Ly 0
X1
T

» en kiiclik kareler yaklasik ¢ozim & = [% —%
seklindedir (burada ¢éziim diferansiyel hesap (calculus) ile
(yani, V||Az — b||* = 0'i ¢dzerek) bulunabilir)

> ||Az2 —b||> = 2, ||Az — b]|*’nin mimkiin olan en kiigiik

degeridir
~ 2 2 2 T , . [ 9
> At = |5 —3 —g} A'nin siitunlarinin bitin dogrusal
bilesimleri arasinda b'ye en yakin olandir




Bolim 3

En kicuk kareler probleminin ¢ozimiu



En kiiciik kareler probleminin ¢oziimii

» bir varsayimda bulunuyoruz: A'nin situnlarn dogrusal
bagimsiz

» dolayisiyla, A'nin Gram matrisi AT A tersi alinabilirdir

» en kiiglik kareler probleminin essiz ¢ozimii
&= (ATA) T ATH = ATb

» karsilastirin: z = A7'b (tersi alinabilir A icin Ax = b'nin
¢6ziimii)



Diferansiyel hesap ile tiiretme

en kicik kareler probleminin ¢ézimiini diferansiyel hesap
(gradyani alip 0'a esitleme) kullanarak tiretelim

» amag fonksiyonunu f(z) olarak tanimlayalim:

f(.CE) = HA.%’ - b”2 Z (Z Aljx] z)

=1

» coziim &, V f(Z) = 0'1 saglar

> f(z) = |Ax = b||* = (Az — b)" (Az — b)

> f(x) = 2T AT Ax — 207 Az + bTb

> Vf(2)=24T(Az —b) =0

> 2, (ATA)Z = ATb'yi saglar (buna, normal denklem
(normal equation) denir)

» dolayisiyla: & = (AT A)"1ATD



Dogrudan teyit etme
» 1 en kiiglik kareler probleminin ¢6ziimi olsun:
&= (ATA) AT
» 2 ¢6ziim oldugundan normal denklemi saglar:
AT(AZ —b) =0
» herhangi bir n-vektor z icin:

[Az —b]]* = [|(Az — AZ) + (A2 — b)|”

= Az — 2)|]” + | A2 — b]| + 2(A(z — &))" (A% —
= ||A(z — 2)||* + ||AZ — b|| +2(z — 2)" AT (A% —

=0
= [ A(z — 2)|I” + [| Az — b||*

» dolayisiyla, herhangi bir z icin: ||Az — b||* > ||AZ — 0||?

> [[Az —b||? = || A% — b||* olursa A(z — &) = 0 olur, bu da

x = Z'i gerektirir (A'min sttunlar dogrusal bagimsiz
oldugundan, sadece z = 0 icin Az = 0 olur)



LS yaklasik coziimlerinin hesaplanmasi

v

v

A’nin QR ayristirmasini hesapla: A = QR (2mn? flop)
A'nin siitunlari dogrusal bagimsiz oldugundan QR
ayristirmasi mevcuttur
&= A'b = R7'QTb'yi hesaplamak igin:

- QT'b'yi olustur (2mn flop)

— geri yonde yerine koyma ile 2 = R~1(QTb)'yi hesapla

(n? flop)

toplam maliyet: yaklasik 2mn? flop
bu, tersi alinabilir A icin Az = b'nin ¢éziimiinde
kullanilan algoritmayla aynidir
ancak, A uzun matris oldugunda, algoritma en kiiciik
kareler yaklasik ¢oziimi verir



Bolim 4

Uygulama ornekleri



Aydinlatma

amag: m bolgeye ayrilmis bir alani istenen sekilde aydinlatmak
icin, konumlari sabit n adet lambanin giiclerinin belirlenmesi

25m
1-(4.0m) ;2 (3.5m)
.3 (6.0m)
6 (6.0m)
A4 (4.0m) .

5 (4.0m) J7(5.5m)

.8 (5.0m) .9 (5:0m) .10 (4.5m)
0

0 25m



Aydinlatma

» sadece lamba j acik oldugunda (gticii 1, diger lambalar
kapali) bolge i'deki aydinlatmayi A;; ile gosterelim

» lamba j'nin giiclini x; ile gosterelim

» bolge i'deki toplam aydinlatma (Ax); olur

» bolge 7 icin aydinlatma hedefini b; ile gosterelim



Aydinlatma

25m

J1@.0m)

4 (4.0m)

8 (5.0m)

.2 (3:5m)

3 (6.0m)

6 (6.0m)

5 (4.0m)

9 (5.0m)

.7 (5.5m)

Joasm)

25m

ornekteki alan icin:

m = 252 = 625, n =10
(dolayisiyla Az = b'de
625 denklem ve 10
bilinmeyen var)

yandaki sekildeki
noktalar lambalarin
konumlarini
gostermektedir



Aydinlatma

» lambalar esit giicte (x = 1)
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» en kiiciik kareler coziimi z (b =1
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El yazisi rakam siniflandirma

amag: el yazisi rakam iceren bir goriintiinin hangi rakami
gosterdigini otomatik olarak belirlemek

7]
Uf7




El yazisi rakam siniflandirma

| 4

v

goriintiler (image) 16 x 16 piksel, 256-vektorler olarak
temsil ediliyorlar

degerler [0, 1] araliginda (0 siyah, 1 beyaz)

ornegin, “gorintideki rakam 0 mi?" diye siniflandirma
(classification) yapalim

etiketler (/abel): gorinti 0 ise y; = 1, degilse y; = —1
benzer bir veritabani: MNIST database, ilgili bir yayin:
LeCun, Yann, Léon Bottou, Yoshua Bengio, and Patrick
Haffner. “Gradient-based learning applied to document

recognition.” Proceedings of the IEEE 86, no. 11 (1998):
2278-2324.


https://en.wikipedia.org/wiki/MNIST_database
http://vision.stanford.edu/cs598_spring07/papers/Lecun98.pdf
http://vision.stanford.edu/cs598_spring07/papers/Lecun98.pdf
http://vision.stanford.edu/cs598_spring07/papers/Lecun98.pdf
http://vision.stanford.edu/cs598_spring07/papers/Lecun98.pdf

El yazisi rakam siniflandirma

>

>
>

v

v

Boole siniflandirici (Boolean classifier):
§ = sign(wlz + v)
256-vektor w agirlik (weight), v kayma (offset)
y; ~ 1; = sign(w?z; +v)'yi saglayan w ve v'yi bulmak
istiyoruz
egitim veri kiimesi (training set): (x;,y;) ciftleri (N adet)
bu veri kiimesi ile en kiiciik kareler problemi ¢oziilerek
N
> (whwi+ v —yi)* + Aw|®
i=1
ifadesini minimize eden w ve v secilir
test veri kiimesi (test set) tzerinde siniflandirici test edilir

buradaki A dizenlilestirme (regularization) parametresidir



El yazisi rakam siniflandirma

el yazisi rakam 0’1 tahmin ederken yapilan siniflandirma hatasi

0.1

01

0.09

0.08

0.07f

siniflandirma hatasi

A (diizenlilestirme
parametresi)



El yazisi rakam siniflandirma

agirlik vektori w (en kigiik kareler probleminin ¢ézimi)




Erim oOlciimleriyle yongiidiim

amag: m adet parildaktan (beacon) gelen erim ol¢imleri
(range measurements) ile bilinmeyen bir n boyutlu konumun
kestirilmesi (yongidim (navigation))

o
\ parildaklar
k1

“\“\
ka l
ko
/ z .
bilinmeyen
ks
konum



Erim oOlciimleriyle yongiidiim

» erim olciimleri y € R*, 6lciim giiriiltiisii v

—11.95 kT
L _[559 | —284 _ 1B,
47 110.58 Y= 1 —9.81 T
T
dogru konum 2.81 k4
Sleiim model

» k;: 0'dan parildak ¢'ye dogru olan birim vektor

» yongiidiim problemi: y € R* verilsin. 2 € R?'yi kestirmek
(estimate) istiyoruz

» en kiiciik kareler yontemi ile kestirim Z'i hesaplayabiliriz:

7= Af

 [-023 —048 004 0447  [495
Y= 1047 —0.02 —051 —0.18/Y ™ 10.26



Bolim 5

En kicuk norm ¢cozimiu



En kiiciik norm problemi

v

m X n A matrisi genis matris olsun, bu durumda Ax = b
denklemi eksik-belirli olur

Ax = b’y saglayan sonsuz adet x vardir

en kiiciik norm (least norm, LN) problemi: Az = b'i
saglayan sonsuz x arasindan ||z||'yi minimize edeni se¢

en kiiciik norm problemi

minimize |||
bagh Ax =10

formunda bir optimizasyon problemidir



En kiiciik norm ¢cozumii

» bir varsayimda bulunuyoruz: A’'nin satirlari dogrusal
bagimsiz

» dolayisiyla, AAT tersi alinabilirdir

» en kiiglik norm probleminin essiz ¢oziimii
&= AT(AATY ' = ATb

» karsilastirin: z = A~'b (tersi alinabilir A icin Ax = b'nin
¢6ziimii)



En kiiciik kareler ile karsilastirma

en kicik norm:
» A genis matris, satirlari dogrusal bagimsiz

» A'nin sézde tersi: AT = AT(AAT)~ (A'nin bir sag tersi)
» en kiiciik norm problemi (optimizasyon problemi)
minimize |||
bagh Ax =10
problemin ¢éziimii: &y = AT(AAT)~1b = Ab

en kucik kareler:

» A uzun matris, siitunlan dogrusal bagimsiz
» A'nin sozde tersi: AT = (ATA)~1AT (A’'nin bir sol tersi)
» en kiigiik kareler problemi (optimizasyon problemi)

minimize || Az — b|?

problemin ¢éziimii: &5 = (ATA)"1ATh = A'b



Ornek: Hareket planlama

amag: cismin istenen hareketi yapmasini saglayacak kuvvet
yoriingeleri arasindan en kiigiik normlu olanin bulunmasi

- f

cismin baslangigc konumu ve hizi: y;(0) =0, y2(0) = 0
cisme z; kuvveti uygulamyor (i =1, 2, ..., 10)

t = 10 aninda istenen: y;(10) = 1, y2(10) =0

cismin hareketi: y = Az, A € R?*10

cismin t = 10 aninda istenen konum ve hiza ulasmasini

vvyyvyyvyy

T
saglayacak kuvvet yoriingeleri (x = [xl Ty ... xw] )
arasindan en kiiciik normlu olani bulmak istiyoruz



Ornek: Hareket planlama

kuvvet

B . BEE B EE
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5 &

N
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konum
\
st —
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I} — o~

hiz
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