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Bolim 1

Dogrusal olmayan denklemler ve en kiciik
kareler



Dogrusal olmayan denklemler

» n bilinmeyenli (z1,...,x,) m denklemli dogrusal
olmayan (nonlinear) denklem takimi:

fi<x1a"'>xn):0, 1=1,...,m

» fi(z) =0:i. denklem; f;(z): 7. kalinti
> = [xl xn}: bilinmeyenler vektori (z € R")

» denklem takimini vektor denklemi f(x) = 0 olarak
yazalim (f : R" — R™)

fi(z)
flz) =1
Jm(2)
» [ bir afin fonksiyon (yani, f(x) = Ax — b) ise, vektor
denklemi m denklemli dogrusal denklem takimina (yani,
Az = b'ye) doénusir



Dogrusal olmayan denklemler

f(z) = 0 denklemine (f : R" — R™)
» m > n ise asiri belirli
» m = n ise kare
» m < n ise eksik belirli

denir



Dogrusal olmayan en kiiciik kareler

» dogrusal olmayan en kiiciik kareler (nonlinear least
squares (NLS)) problemi:

1f@)* = fu(2)* + - + fn(2)®

ifadesini minimize eden Z'i bulmak
» bu problem,
minimize £ ()7
formunda bir optimizasyon problemidir

» f(xz) = 0 denklemini ¢6zme problemi, bu problemin bir
ozel halidir

» (dogrusal) en kiigiik karelere benzer sekilde, ¢ok kullanish
bir yontemdir



Optimalite kosulu

» problem:
minimize |.f ()]

v

optimalite kosulu: V| f(2)]|> =0

» her optimal nokta bu kosulu saglar, ancak bu kosulu
saglayan her nokta optimal degildir (kosul, gerek kosuldur,
yeter kosul degildir)

» kosul su sekilde ifade edilebilir: 2D f(2)T f(2) =0

» buradaki D f(%)'ye Jakobi (Jacobian) matrisi denir

(Df(2) € R™):

_Ofi

(@), i=1,....m, j=1,....n



Dogrusal olmayan en kiiciik kareler

dogrusal olmayan en kiiciik kareler problemini ¢6zmenin
zorlugu:

» dogrusal olmayan denklemleri veya dogrusal olmayan en
kiiciik kareler problemini ¢c6zmek (genel olarak) dogrusal
denklemleri cozmekten cok daha zordur

» bir ¢coziimin mevcut olup olmadigini tespit etmek bile
zordur

» dolayisiyla bunlari ¢ézmek icin bulussal (heuristic)
algoritmalar kullaninz (k-ortalamalarda oldugu gibi):

— bu tip algoritmalarin daima c¢alisacaginin garantisi yoktur
— ancak pratikte genellikle dizgiin ¢ahsirlar



Ornek: Denge noktalarinin hesaplanmasi

denge (equilibrium) noktalarinin hesaplanmasi
» denge fiyatlari: S(p) = D(p)'yi saglayan fiyat vektori p'yi
bul (p € R™)
— S(p): fiyatlarin fonksiyonu olarak n adet malin arzi
(supply)
— D(p): fiyatlarin fonksiyonu olarak n adet mala olan
talep (demand)
~ denklem: f(p) = S(p) — D(p)
» kimyasal/biyolojik denge: C'(c) = G(c)'yi saglayan
derisim (concentration) vektori c'yi bul (c € R™)
— C(c): derisimlerin fonksiyonu olarak n adet
maddenin/tiriin titketimi (consumption)
— G(c): derisimlerin fonksiyonu olarak n adet
maddenin/tiriin diretimi (generation)

— denklem: f(c) = C(c) — G(c)



Ornek: Erim 6lciimleriyle konum kestirme

v

x € R3: 3 boyutlu konum; z'i kestirmek istiyoruz

erim olciimleri (range measurements) bilinen konumlara
olan gurdltali uzakliklari verir:

pi=llr—al +v, i=1,....m

a;: bilinen konumlar; v;: guriltiler

en kiiclik kareler konum kestirme:

S 2
(Il = aill = p)

i=1

ifadesini minimize eden Z'i bulmak

kiiresel konum belirleme sistemi (global positioning
system (GPS)) bu sekilde ¢alisir



Bolim 2

Levenberg-Marquardt algoritmasi



Levenberg-Marquardt algoritmasi

Levenberg-Marquardt algoritmasi icin temel fikir:

» f(x) i¢cin herhangi bir z noktasinda

f(w;2) = f(2) + Df(2)(x - 2)
seklinde bir afin yaklasiklik olusturabiliriz
» 1z, z'ye yakin ise f(x,z) ~ f(z) olur
> || f(x; 2)||*yi dogrusal en kiiciik kareler ile minimize
edebiliriz
» z'yi su anki dongii adin (iterate) olarak kullanarak
dongiilii (iterative) sekilde ¢6ziimii hesaplamaya ¢alisinz
» Levenberg-Marquardt algoritmasina “soniimlii (damped)
en kiiclk kareler yontemi” de denir



Levenberg-Marquardt algoritmasi

» dongii adimlarini ), 22 ile gosterelim

» dongii k'de, f'in z(*)'deki afin yaklasikligini olusturalim:

Flasal) = f(a®) + Df )@~ 2)

1f (23 2P+ AWz — 202

ifadesini minimize eden noktayi, 21 déngii adimi
olarak secelim (burada A*) > (0 séniim carpam
(damping factor))

> || f(x; 2™)|2 kiicik olsun isteriz ancak z)'ten cok fazla
uzaklasmak istemeyiz (ciinkii #(*)'ten cok fazla
uzaklasinca f(x; ™) ~ f(z) gecerliligini yitirir)



Levenberg-Marquardt dongiisii

» kD)
minimize || f(z®) + Df(z®) (@ — ™| + APz — 20|

seklindeki en kiiclik kareler probleminin ¢oziimudir
» coziim asagidaki sekilde hesaplanabilir

2B+ . (R) (Df(x(k))TDf(m(k)) + )\(k)[yl Df(x®)T f(z®)

» coziim ifadesindeki matris tersi daima mevcuttur (¢inki
AF) > 0)

» ancak Df(x™)T f(2*)) = 0 oldugunda (yani, optimalite
kosulu saglandiginda) z(*+1 = z(® olur



Levenberg-Marquardt algoritmasi

AE)'yi ayarlamak - fikir:
> \*) cok biyiik ise 2D z(*)'e cok yakin olur ve
algoritmanin ilerlemesi yavas olur
> \*) cok kiiciik ise 1) 2(k)'e cok uzak olur ve afin
yaklasiklik (f(z;2®) ~ f(x)) kétii olur (baska bir
deyisle: f(x;a:(k)), f(z)'i yeteri kadar iyi temsil edemez)

A®)'yi ayarlamak - giincelleme mekanizmasi:
> ||F(@® D)2 < || f(x®))|? ise, hesaplanan yeni z(*+1)
degerini kabul et ve \'yi azalt:

AR — . gAR)
» aksi halde, \'yr arttir ve k) glincelleme:

AEFD oy ) ()



Levenberg-Marquardt algoritmasi

ornek: erim olciimleriyle konum kestirme

» soldaki grafik: || f(z)]|*'in seviye egrileri (level curves
veya contour lines)

» sagdaki grafik: || f(x)|
» mavi daireler: 5 konum (bu konumlara olan él¢iimler veri)
» kirmizi kare: konum kestirimi 2



Levenberg-Marquardt algoritmasi

ornek: erim olgciimleriyle konum kestirme

algoritmanin 3 farkl baslangi¢c noktasindan calistirilmasiyla
elde edilen dongl adimi yoriingeleri



Levenberg-Marquardt algoritmasi

ornek: erim ol¢iimleriyle konum kestirme

A 03
"
o 0.2 /AN
) 2 ‘
5 ~=
= 0.1
of . . |
123456738910 1234567280910
k k

algoritmanin 3 farkl baslangi¢c noktasindan calistirilmasiyla
elde edilen “déngii adimi icin amag fonksiyonu degeri” (yani,
£ (2®)||?) ve séniim carpani A(¥) grafikleri



Bolim 3

Dogrusal olmayan model uydurma



Dogrusal olmayan model uydurma

dogrusal olmayan model uydurma problemi:

N
. 0) — @)
minimize ; (f(x 0) —y )
> 0 ,ZB(N)Z éznitelik vektorleri
RTICI ,y . karsilik gelen sonuglar
» model f(x7 9), parametreler 64,...,0, ile

parametrelendirilmistir
» bu model formu,

f($>9) = Qlfl(x) +eeet epfp(x)
formundaki “parametrelere gore dogrusal” modelin
genellestirilmis halidir
> burada f(x;0)'in, 0'min dogrusal olmayan bir fonksiyonu
olmasina izin veriyoruz
» minimizasyon, model parametreleri 6 {izerinden olur



Dogrusal olmayan model uydurma - Ornek

model: Z(z;0) = 61exp(bax) cos(Ozx + 0,)
F:0)

dort parametreli (01, 05,05, 64) bir dogrusal olmayan en kiicik
kareler problemi:

N
L i i ) 2
minimize ; <Hlexp(92x( )) cos(Bsx® + 64) — o/ )>



Bolim 4

Dogrusal olmayan en kiicik kareler
siniflandirma



NLS siniflandirma

dogrusal en kiiciik kareler siniflandirici:

> siniflandinc: f(z) = sign(f(z))

> f(fL‘) :~91f1(f) +oe epfp(x)

» SN (f(x:) — y:)? (buna opsiyonel olarak diizenlilestirme
terimi eklenebilir) minimize edilerek 6 seilir

dogrusal olmayan en kiigiik kareler (NLS) siniflandiricr:

» asil problem
N

Z (sign(f(mi)) - yi)2

i=1
minimize edilerek 0'y1 secme seklinde formdile edilir

» buradaki sign fonksiyonu, purizsiiz yaklasikligi ¢
(6rnegin, sigmoit fonksiyonu) ile degistirilir

» Levenberg-Marquardt algoritmasi kullanilarak
SN (6(f(x:)) — y:)? minimize edilir



Sigmoit fonksiyonu

e’ —e
et +eH

¢(u) =

¢(u)




NLS siniflandirma - Ornek: El yazisi rakam
» MNIST veri kiimesi; 6znitelik vektorii x € R%3 piksel
yogunluklari (her z bir el yazisi rakam goriintisi)
» 10-tarafli cok-sinifli NLS siniflandirici: %7.5 test hatasi
» Boole siniflandiricilar

N
minimize 3 (¢((z")7 3 + v) = y)* + A 8]
v i=1
seklindeki NLS problemleri ¢oziilerek hesaplanir
[ [ ]
R 10
2
=i |
© test
E 8 g
2
8 4|
z ! egitim
7]
6 |

| I |
1075 1073 10°! 10! 103
A



NLS siniflandirma - Ornek: El yazisi rakam

oznitelik mithendisligi:
» formiilasyona 5000 adet rastgele 6znitelik ekleyelim
» bu durumda test veri kiimesi icin %2'lik hata olusur
» bu seviyedeki hata insan basarimina denktir

» daha fazla/daha iyi 6znitelik mihendisligi ile insan
basarimindan cok daha yiiksek basarim elde edilebilir



Bolim 5

Kisitli dogrusal olmayan en kiiciik kareler



Alt Bolim 1

Problem formiilasyonu



Kisith dogrusal olmayan en kiiciik kareler

» dogrusal olmayan en kiiciik kareler problemine esitlik
kisitlar ekleyelim:
minimize fi@)? 4+ 4 fl@)?
bagh ¢1(z) =0, ..., gp(z) =0
» fi(z): i. (skaler) kalinti; g;(x) = 0: i. (skaler) esitlik

kisiti
» vektor notasyonu ile, yani
fi(z) g1(x)
fla)=1 = glx)=1| + | =0
fm(2) gp()

ile, problem asagidaki sekilde yazilabilir:
minimize .f ()]

bagh g(z) =0



Kisith dogrusal olmayan en kiiciik kareler

» g(z) = 0 kosulunu (yani, kisitlari) saglayan z'e olanakh
(feasible) denir

» bir & noktasi olanakl ise ve bitiin olanakl z'ler icin
| f(@)]|1> > |If(2)||* kosulu saglaniyorsa, & noktasi bir
¢Oziimdur (solution)

» kisith dogrusal olmayan en kiiciik kareler (constrained
nonlinear least squares (CNLS)) problemini ¢c6zmek genel

olarak zordur, ancak yararli bulussal yontemler
(heuristics) mevcuttur



Lagrange carpanlari

» CNLS probleminin Lagrange fonksiyonu (Lagrangian)

L(z,2) = |f(@)II* + 2101(2) + ... + 2mgm ()
= lf@)I* + g(2)" 2

seklinde tanimh fonksiyondur
T
> = [2’1 zp} . Lagrange carpanlari (multiplier)
vektori (z € RP)

» Lagrange carpanlari yontemi: Z bir ¢oziim ise

oL oL
(#,2)=0, i=1,...,n

Ox; o 0z;

kosullarini saglayan bir 2 mevcuttur (gradyanlardan

(Vgi(2),...,Vg,()) olusan vektor kiimesinin dogrusal
bagimsiz olmasi kosuluyla)

» 2 bir optimal Lagrange carpanidir

(2,)=0, i=1,...



Optimalite kosulu
» Lagrange fonksiyonunun x’'e gore gradyani:
V.L(#,2) = 2D f(#)" f(&) + Dg(#)"

» Lagrange fonksiyonunun z'ye gore gradyani:

» optimalite kosulu: Z optimal ise
2Df(2)" f(2) + Dg(2)"2=0,  g(&)=0

kosullarini saglayan bir 2 mevcuttur (Dg(%)'in
satirlarindan olusan vektor kiimesinin dogrusal bagimsiz
olmasi kosuluyla)

» bu kosul optimalite icin gereklidir (necessary) ancak
yeterli (sufficient) degildir



Kisith (dogrusal) en kiiciik kareler
» kisith en kicik kareler problemini hatirlayalim:
minimize | Az — b]|?
bagh Cz=d

» bu, dogrusal olmayan problemin f(x) = Az — b,
g(x) = Cx — d ile olusan bir 6zel halidir

» probleme genel optimalite kosulunu uygulayalim:

2Df(2)' f(2) + Dg(2)"2 = 24T (Az —b) + CT2 =0
g(#)=Ci—d=0

» bunlar KKT denklemleridir

EXili Ry



Alt Bolim 2

Ceza yontemi



Ceza yontemi

>

>
>

(kisitsiz) dogrusal olmayan en kigiik kareler problemleri
dizisini ¢ozelim
2

minimize || f(x)|* + pllg(x)|* = Hl\/%ﬁ)x)]

p: ceza (penalty) parametresi (> 0)

g(x) = 0 kosulunun saglanmasinda israr etmek yerine,
burada sifirdan olan sapmalar icin bir ceza terimi
olusturuyoruz

artan pM, 1@ . dizisi igin

LF@)I? + p™ g ()]

minimize edierek z**1) hesaplanir

burada 1Y, z(*) noktasindan baslatilan
Levenberg-Marquardt algoritmasiyla hesaplanir



Ceza yonteminin sonlanmasi

» CNLS igin optimalite kosulunu hatirlayalim:
2Df(2)" f(2) + Dg(2)"2=0,  g(2)=0
» 2% dogrusal LS problemi icin normal denklemleri saglar:
2D f(x )" f(@®) + 2u47D Dg(a™)  g(x™) = 0
» bunu, 2 = 2,F1g(2*)) tamimiyla
2D f(z*N)T f(2®) + Dg(a®) 2™ =0

seklinde yazabiliriz

» buradan z®), z(¥)'nin optimalite kosulundaki birinci
denklemi sagladigini goriiyoruz

» olanaklilik kosulu g(z®)) = 0 yeteri kadar biiyiik (=)
icin ve ancak yaklasik olarak saglanir

» |lg(x™))|| yeteri kadar kiiciik oldugunda ceza yéntemi
sonlanir (sonlanma: termination)



Ceza yontemi - Ornek

@+ exp(—x2)
f(:L’l,.l’2>— 2 2 1
.Tl_'_ 3:1—’_
bS \\ ~
N ~
(N S~
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S AN LS
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N <
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1 g(ml,xg):xl—i-xi’—l—xg—l—x%

» diiz cizgi:

1f(x)][* icin

seviye egrileri
» kesikli cizgi:
g(x) igin
seviye egrileri
» i: problemin
¢Ozumu



Ceza yontemi - Ornek

ilk 6 yineleme adimi

u® =1

0.5

035 0 0.5-0.5 0 0.5-0.5 0 0.5

> diiz gizgi: ||f(z)]|> + u®||g(x)]|? igin seviye egrileri
> kesikli ¢izgi: g(x) igin seviye egrileri



Ceza yontemi - Ornek

yakinsama (convergence)

102 —
optimalite 5 10
D
olanaklilik| £
=, [0]
% 10_2 g 102 - a
o2 [0}
[o
0]
N
8 100 -
10°6 : ;
0 50 100 0 50 100
birikimli L-M déngdleri birikimli L-M déngdleri

» soldaki grafik optimalite kosulundaki kalintilari gosteriyor

> mavi egri: ||g(z®)| (olanaklilik igin bu kiigiik olsun
(idealde 0 olsun) isteriz)

> kirmizi egri: 2D f(x")T f(2®)) + Dg(x*))T 2 )
(optimalite igin bu kiigiik olsun (idealde 0 olsun) isteriz)



Alt Bolim 3

Artirilmis Lagrange fonksiyonu yontemi



Ceza yonteminin dezavantaji

» 1% hizli bir sekilde artar ve g(z)'in 0’a yakin bir deger
almasini saglamak icin ) biiyiik bir deger almak
zorundadir

> biiyiik 1®) icin dogrusal olmayan en kiiciik kareler
altproblemini (subproblem) ¢ézmek zorlasir

» biiyiik ;%) icin, Levenberg-Marquardt yontemi cok sayida
dongl yapmak zorunda kalabilir, veya basarisiz olabilir
(yani, altprobleme ¢6ziim bulamadan sonlanabilir)



Artinlmis Lagrange fonksiyonu

» kisitl dogrusal olmayan en kii¢lik kareler problemi icin
artinlmis (augmented) Lagrange fonksiyonu:
Ly(x,2) = L(w, 2) + pl| ()|
= f@)II* + g(2)"2 + ullg(=)|?
» L,(x,z), (standart) Lagrange fonksiyonu L(z, z)'nin bir
karesel ceza terimi (||g(z)||?) ile artinlmis halidir
» u: ceza (penalty) parametresi (> 0)
» artinlmis Lagrange fonksiyonu L, (z, 2),

minimize If(2)]1? + pllg(@)|?
bagh ¢g(z) =0

seklindeki (asil probleme denk) problemin Lagrange
fonksiyonudur



Artinlmis Lagrange fonksiyonu

artinlmis Lagrange fonksiyonunun minimize edilmesi:

» artinlmis Lagrange fonksiyonu L, (z, z) i¢in denk ifadeler

Lu(w,2) = | f@)* + g(2)" = + pllg(2)]*

1 1
IF@IP + lg@) + 52 = eI
2
1
— P
7

| [voie s

» L,(x,z), Levenberg-Marquardt yontemiyle x'e gore (sabit
 ve z icin) minimize edilebilir:

(@ ’

e (| ey




Lagrange carpanlarinin giincellenmesi
» L,(x,2)'yi minimize eden Z noktasi
2Df(2)" f(2) + Dg(7)" (2ug(Z) + 2) = 0

denklemini saglar
» Z =2+ 2ug(Z) tammiyla, bu denklemi asagidaki sekilde
yazabiliriz:

2Df(7) f(#) + Dg(z)7% = 0
» bu denklem,
2Df(#)" f(2) + Dg(#)"2 =0,  g(&)=0

seklinde yazdigimiz optimalite kosulundaki birinci
denklemdir
» bu denklem, g(Z) = 0 ise Z'in optimal oldugunu godsterir
» ayrica, g(¥) kiicik degilse, Z'nin z icin iyi bir giincelleme
olduguna isaret eder



Artinlmis Lagrange fonksiyonu algoritmasi

1. baslangic noktasi ) icin Levenberg-Marquardt
algoritmasini kullanarak

LF@)I* + 1@ g () + 5521

QM(k)
ifadesini minimize eden noktayr z(**t1) olarak se¢
2. Lagrange carpanlarini gtincelle:
L) — (k) 2u(k)g(x(k+1))

3. ceza parametresini giincelle:

D) p® o lga® )| < 0.25]lg(=®)]] ise
2u%)  aksi halde

» dongii 2 =0, uV = 1 ve verilen baslangic noktasi (1)
ile baslar

» 11, ceza yontemine gore daha yavas bir sekilde ve sadece
gerektiginde arttirilir



Artinlmis Lagrange fonks. yontemi - Ornek

x1 + exp(—x3)

f<x17x2> = [
1 ‘\
X ~
W
\\
[\ \\
\ \\
\
b
\
»
\.
S 0F gk =-1
\
\
\
o 1
1
1
L
1
1
1 A
-1

g(x1,29) = 21 + a;:f + x9 + x%

» diiz cizgi:

1f(x)][* icin

seviye egrileri
» kesikli cizgi:
g(x) igin
seviye egrileri
» i: problemin
¢Ozumu



Artinlmis Lagrange fonks. yontemi - Ornek

ilk 6 yineleme adimi

u®=1:=0

u?® =22 =-0.893

u® =4,:3 = _1.569

0.5 S N
~ b N » N
~ Na S N
N < <.
S So. S
0 * *
o AN [REI R x(4)d‘\
@ * N
\ \
_0 5 1 1
u® =4,:® =-1.898 u® =4,75 =-1.976 u® =4,70 =-1.994
0.5 < <
2 ¥ N Y NN
DS DS PN N
< ~. ~.
Sa S5, S5,
0 & * «
FOMN RONS XD
A} N
\ \
\ \
_0 5 1 1
=0.5 0 0.5-0.5 0 0.5-0.5 0 0.5

> diiz cizgi: L,m (z, 2M) icin seviye egrileri
» kesikli cizgi: g(z) igin seviye egrileri



Artinlmis Lagrange fonks. yontemi - Ornek

yakinsama (convergence)

10 — 10
optimalite -
D
e
= olanaklilik © 40 7
~ 8 2
©
N
[0}
1076 ;
0 50 100 0 50 100
birikimli L-M dongdleri birikimli L-M dénguleri

» soldaki grafik optimalite kosulundaki kalintilari gosteriyor

> mavi egri: ||g(z®)| (olanaklilik igin bu kiigiik olsun
(idealde 0 olsun) isteriz)

> kirmizi egri: 2D f(x")T f(2®)) + Dg(x*))T 2 )
(optimalite i¢in bu kigiik olsun (idealde 0 olsun) isteriz)



Alt Bolim 4

Ornek: Dogrusal olmayan kontrol



Arabanin basit modeli

dt
die == ﬂ an
(P1,p2) L o)

s(t) € R: siirat (speed)
(t) € R: direksiyon acisi (steering angle)

(
(

vvyyvyy

¢
p
0

t) € R* konum (position)
t) € R: yonelim (orientation)



Zamanda ayriklastirilmis model
» zamanda aynklastinlmis (discretized) model (kiigik bir

zaman arahg (time interval) h degeri icin):
pi(t+ h) = pi(t) + hs(t) cos(6(t))
po(t + h) = pa(t) + hs(t) sin(0(t))

Ot + h) ~ 0(t) + hS(Lt) tan(é(t))

» durum (zy) ve giris (uy) vektorlerini tanimlayalim:
_  [s(km)

» zamanda ayriklastiriimis modeli

(k)1 + h(ug)1 cos((zx)3)
(.Z‘k)g + h(uk)l Sin((.l‘k)g)
(k)3 + h(uz)l tan((ug)2)

ile Tx11 = f(xg, ur) formunda yazabiliriz

f(ag,u,) =




Kontrol problemi

» arabayi verilen baslangic konumu ve yoneliminden istenen
son konuma ve yonelime dogru hareket ettirmek istiyoruz

» bu islemi kiiciik ve yavas degisen bir giris dizisi kullanarak
yapmak istiyoruz

» bu, bir kisitli dogrusal olmayan en kii¢lik kareler
problemidir:

N N-1
minimize > [Jugl|* + v D ugrr — wi
k=1 k=1
bagh 21 = Tvasiangic = 0
k=1,2,...,N —1igin:

Tp1 = f(zp, up)

Lson = f(pruN)

» problemin degiskenleri: xo,... , xN, Uy,..., Uy



Dort ¢oziim yoriingesi

Xfinal = (0,1,0) Xfinal = (0,1,7/2)

0.5 0
o N 0
0.5 0 0.5 0.5 0 0.5
Xfinal = (0,0.5,0) Xfinal = (0.5,0.5,—7/2)
I
0.4
0.2
0
-0.2




Dort ¢oziim yoriingesi icin giris dizileri

0.5
£ 0

direksiyon

agisi

-0.5

0 20 40 0 20 40

k k
0.5 siirat direksiyon

acisi
£ 0
-0.5

0 20 40 0 20 40
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