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Bolim 1

Dogrusal fonksiyonlar



Vektorel fonksiyonlar

» f:R"” — R™, f'in n-vektorleri m-vektorlere esleyen
(map) bir fonksiyon oldugunu gosterir. f'e vektorel
fonksiyon (vector function veya vector-valued function)

denir
>
L1 fi(x)
=7 || = [
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Toplanmirhk

» f:R"™ — R™ vektorel fonksiyonunu ele alalim
» bitin x,y € R" ve a, 5 € R igin

flax + By) = af () + B (y)

saglaniyorsa f toplanirlik (superposition) sartini saglar

» bu durumda f'e dogrusal (linear) denir



Matris-vektor carpim fonksiyonu

» m x n matris A ile, f'i f(z) = Az olarak tanimlayalim
» f dogrusaldir:

flax + By) = A(azx + By)
A
o

(ax) + A(By)
Ax) + B(Ay)
af(x) 4+ Bf(y)

» bunun tersi de dogrudur: f : R™ — R™ dogrusal ise:

f(x) = f(wier + ey + -+ + 2pey)
= :Elf(el) + x2f(62) +- xnf(en)
= Ax

saglanir. burada A = [f(el) fleg) --- f(en)]



Ornekler

» ters cevirme (reversal):

Ty 0
Tn—1 0

fle)=Az=| | A=
T 1

» hareketli toplam (running sum)

£y
T1 + X2

flz) = Az = T+ Zg + T3 A=

_5171+SC2+373+"'—|—$UH
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Afin fonksiyonlar
» f:R” — R™ fonksiyonu
flz)=Az+b

formunda (yani, bir dogrusal fonksiyon ile bir sabitin
toplami) ise, f bir afin (affine) fonksiyondur
» baska sekilde ifade edersek: biitin z,y € R" ve o, 8 € R,
a+ B =1igin
flax + By) = af () + B (y)

saglaniyorsa f afin fonksiyondur
» f'den A ve b hesaplanabilir:

A= [fle) = £0) flez) = F(O) - flew) = F(O)]
b= 1(0)

» bazen (hatali sekilde) afin fonksiyonlardan dogrusal olarak
bahsedilir



Bolim 2

Dogrusal fonksiyon modelleri



Dogrusal ve afin fonksiyon modelleri

» cogu uygulamada, n-vektorler ve m-vektorler arasi
bagintilar dogrusal veya afin fonksiyonlar kullanilarak
yaklasik olarak ifade edilir

» bazi hallerde yaklasiklik (approximation) ¢ok iyidir ve
degiskenlerin genis deger araliklari icin gegerlidir (6rnegin,
elektromanyetik sistemler)

» bazi baska hallerde yaklasiklik nispeten kiiciik araliklarda
makul surette iyidir (6rnegin, ucak dinamikleri)

» diger hallerde yaklasiklik ¢ok iyi degildir ancak yine de
kullamishdir (6rnegin, ekonometrik modeller)



Talep esnekligi

n adet mal veya hizmeti ele alalim

n-vektorler p ve d fiyatlar ve talebi ifade eder

o™t — (pr*™ — 1) /p; fiyatlardaki oransal degisimler

0P — (°" — d;)/d; taleplerdeki oransal degisimler

7

fiyat-talep esneklik modeli: §t2'eP = [4fvat

vvyyVvyvyy

» asagidakilerin ne anlama geldigini inceleyiniz

Fyw=-03, E3=+40.1, FEsy3=—-0.05



Taylor serisi yaklasikhg:

» tirevlenebilir f : R™ — R™ i¢in f'in 2z noktasi civarindaki
birinci-derece Taylor yaklasikhgi (approximation):
F@) = 1)+ S @ =)+ T - 2
= fi(2) + Vfi(2)"(x - 2)

> kompakt notasyon ile: f(z) = f(z) + Df(z)(x — z)
» buradaki m x n matris Df(z), f'in z noktasindaki Jakobi
matrisidir (Jacobian) (veya, kismi tirevler matrisi):

O T
pi - | = )
) Fm) o G

» 2'ye yakin x icin f(m) f(x)'in ¢ok iyi bir yaklasikhgidir
» f z'in bir afin fonksiyonudur



Taylor serisi yaklasikligi - Ornek

fl( ) ZL‘ + 25[3 . 21‘1 4332
fl@) = fo(z)| lsm (z 1) + coQS (:cg)] Df(w) = [cos (x1) —sin (:cg)]
1 5 @] [ 9 2 8
M Us [ x)] - [0.4253 T 10.5403 —0.9093} (@=2)

—_———
f(2) Df(z)
. /()

10 -JEZ(I)




Baglanim modeli

vVvyVvyvVvyYvyy

v

baglanim modeli: § = 278 + v
n-vektor x oznitelikler/agiklayici degiskenler vektori
n-vektor S model parametreleri vektorii
v kayma (offset) parametresi
skaler g, y'ye iliskin 6ngorii/tahmin
N adet érneklem 20, 2®) . 2®) ve baglantili veri
noktalari 4y, y® .. 4™
baglantili éngoriiler: 7@ = (273 + v
baglanim modelini vektor-matris formunda yazalim:
74 =XT3+v1

— X 6znitelik matrisi; situnlan M, 232 2(

— N-vektdr y9 veri noktalari vektdrii (elemanlari
y ., y@, Ly )

— N-vektor 9 dngoriiler vektorii (elemanlari
g9, g™)

N)

ongorii hatalan vektori: y¢ — 99 =3¢ — XT3 — vl



Bolim 3

Dogrusal denklemler



Dogrusal denklem takimlar

» n degiskenli (1, s, ..., x,) m adet dogrusal denklemden
olusan denklem takimi (veya sistemi):

Anzy + Ao + -+ Az, = by
AQlﬂfl + AQQCEQ + -+ Agnxn = bg

Ap11 + Ao + -+ -+ Ay, = by
» n-vektor x'e degisken (variable) veya bilinmeyenler
(unknowns) denir
» A;; katsayilardir; A'ya katsay matrisi denir
» b'ye sag el tarafi (right-hand side) denir
» kompakt notasyon ile: Ax =b



Dogrusal denklem takimlar

» Dogrusal denklem takimlar su sekilde siniflandirilir:
— m < n (A genis matris) ise denklem takimi eksik-belirli
(under-determined)
— m =n (A kare matris) ise denklem takimi kare
— m > n (A uzun matris) ise denklem takimi asiri-belirli
(over-determined)
» Ax =bise x'e bir ¢ozim (solution) denir
» A ve b'ye bagl olarak su haller miimkiindiir:
— ¢6zlim mevcut degil
— bir adet ¢6ziim mevcut
— birden fazla ¢6ziim mevcut
» dogrusal denklemlerin nasil ¢ozildiglini daha sonra
inceleyecegiz



Bolim 4

Ornek: Yayinim sistemleri



Yayinim sistemleri

» Yayinim (diffusion) sistemleri akislari (flow) ve
potansiyelleri (potential) betimlemek icin fizik ve
mihendisligin bircok alaninda yaygin kullanilan
modellerdir

» n diglimli ve m aynth yonli cizgeyi ele alalim:

» fiziksel bir biyukliik (6rnegin elektrik, 1si, enerji, veya
kiitle) ayritlar tGzerinden bir diigiimden digerine akabilir



Yayinim sistemleri - Akislar

vy

ayrit j tzerinde bir akis f; (skaler) tanimlidir

m-vektor f buatin akislarin vektoradur

akis f; pozitif veya negatif olabilir. pozitifse biyiikliik
ayrit yoniinde, negatifse ayritla ters yonde akiyor demektir
akislara ornekler: termik sistemde 1si akisi (birim: W),
elektrik devresinde akim (birim: A), hidrolik sistemde su
akisi (birim: L/s)

digiimlerde dis kaynakl (exogenous) akis s;

tanimlanabilir. s; > 0 ise digiim i'ye akis ekleniyor,
s; < 0 akis cikariliyor demektir

dis kaynakli akislara 6rnekler: termik sistemde 1si kaynagi,
elektrik devresinde akim kaynagi



Yayinim sistemleri - Akis korunumu

» akis korunumu: her diigiimde, diigime giren akislarla
cikan akislarin toplami sifir olmak zorundadir
sagdaki ornekte digim 1'e bitisik
(adjacent) ug¢ aynt (dagim 1'e
yonelen ayrit 1 ve 2, diigiim 1'den 5
ayrilan ayrit 3) ile bir dis kaynakli
akis (s1) vardir

» digim 1 icin akis korunumu

fitfo—fs+51=0
denklemi ile ifade edilir
» yayinim sistemi icin akis korunumu

Af+s=0

denklemi ile ifade edilir (A ¢akisim matrisi, s dis kaynakli
akislar vektori). elektrik devrelerinde akis korunumuna
“Kirchhoff'un akim yasasi” denir



Yayinim sistemleri - Potansiyeller

» digiim ¢ lzerinde bir potansiyel e; (skaler) tanimhdir
» n-vektor e bitiin potansiyellerin vektoradir

» potansiyellere ornekler: termik sistemde diigiim sicaklig
(birim: K), elektrik devresinde elektrik potansiyel (birim:
V), hidrolik sistemde su seviyesi (birim: m)



Yayinim sistemleri - Aynt akislar

» yayinim sistemlerinde bir ayrit Gzerindeki akis, o ayrita
bitisik diigiimler arasindaki potansiyel farkiyla dogru

orantihidir:
1

fi= E(ek —e)
buradaki r;'ye (skaler, genellikle pozitif) ayrit j'nin
direnci (resistance) denir
sagdaki ornekteki digiim 2 ile 3’0 baglayan

ayrit 8 icin aynt akis denklemi: 5
. DX
fs = —(ea —e3)

T8
» yayinim sistemi icin ayrit akislari

Rf =—ATe

denklemi ile ifade edilir (R = diag(r) diren¢ matrisi, r
batiin direnglerin vektorii)



Yayinim sistemleri - Yayinim modeli

» yayinim modeli (birlestirilmis akis korunumu ve ayrit
akislar denklemleri) bir blok dogrusal denklem sistemi
olarak (f, s, ve e degiskenleriyle)

a1 o]l
R o ar||®] =0
e

seklinde ifade edilebilir

» burada m + 2n bilinmeyenli n + m denklem vardir (yani,
denklem sistemi eksik-belirlidir). bunlara f, s ve e'nin
bazi elemanlari belirtilerek ek yapilabilir



Yayimm sistemleri - Ornek: Elektrik devresi

n = 3 dugumli (ayrica bir toprak (ground) digimi), m =5
ayrith elektrik devresi
» aynt akimlari: 51, 72, 73, J4. J5
digim gerilimleri (topraga gore): ey, es, €3
ayrit boyunca gerilimler: vy, vy, v3, vy, U5
dis kaynakli akimlar: iy, 79, 73

vvyyvyy

ayrit direncleri: ry, ro, 13, T4, T5



Yayinim sistemleri - Ornek: Elektrik devresi
-1 -1 0 0 O
cakisim matrisi:. A=|0 1 -1 —-1 0
o o0 0 1 -1

J U1
J2 U2
ayrit akim. v.: j = |J3 ayrit ger. v.. v = |v3
Ja V4
Js Us |
€1 _il
digim ger. v.. e = |ey dis kayn. akim. v.: i = |iy
€3 _i3
rr 0 0 0 0
0 r, 0 0 O
diren¢ matrisiz: R=|0 0 73 0 O
0 0 0 rg O
0 0 0 0 75



Yayimm sistemleri - Ornek: Elektrik devresi

» devre denklemleri su sekildedir:

Aj+i=0 (Kirchhoff'un akim yasasi)
ATe +v =0 (Kirchhoff'un gerilim yasasi)
v=Rj (Ohm yasasi)

» Kirchhoff'un gerilim yasasi ve Ohm yasasi birlestirilerek

(yani, v elenerek) ATe + Rj = 0 denklemi elde edilir,
buradan da devre denklemleri su sekilde olusur:

A o] =1

» bu, n + m bilinmeyenli n 4+ m denklemden olusan bir
dogrusal denklem takimidir. bu denklem takimi ¢oziilerek
devredeki akimlar ve gerilimler hesaplanabilir
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