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Bolum 1

Tanim



Dogrusal bagimhilik

» bir n-vektor kiimesi {ay, as, ..., ar} (k> 1) icin

vy

Bray + Baag + -+ + Brar =0

sarti, hepsi 0 olmayan bazi 51, (s, . .., Bi icin saglaniyorsa,
{ai1,as,...,a;} dogrusal bagimlidir (linearly dependent)

suna esdegerdir: en az bir a; digerlerinin bir dogrusal
bilesimidir

bu durumda, “aq, as, ..., a, vektorleri dogrusal
bagimhdir” denir

ancak a; = 0 ise {a;} dogrusal bagimlidir
ancak bir a; digerinin kati ise {a, as} dogrusal bagimhidir

ikiden fazla vektor icin basitce belirtilecek bir sart yoktur



Dogrusal bagimhilik

ornek:
>
0.2 —0.1 0
a = |—T7|, ays=1] 2 |, az3=|—1
8.6 -1 2.2
vektorleri a; + 2a, — 3az = 0 oldugundan dolayi dogrusal
bagimhdir

» bu vektorlerden herhangi biri diger ikisinin dogrusal
bilesimi olarak ifade edilebilir, 6rnegin

a9 = —0.501 + 1.5@3



Dogrusal bagimsizhik

» bir n-vektor kiimesi {ai, as,...,a;} (k> 1) dogrusal
bagimh degilse, yani

pray + Baag + -+ + Brar =0

sarti sadece 31 = By = ... = [, = 0 icin saglaniyorsa,
{ai1,as,...,a;} dogrusal bagimsizdir (linearly
independent)

» bu durumda, “aq,as,. .., a; vektorleri dogrusal

bagimsizdir” denir

» suna esdegerdir: hicbir a; digerlerinin bir dogrusal bilesimi
degildir

» ornek: birim n-vektorler ey, eo, ..., e, dogrusal
bagimsizdir



Dogrusal bagimsizhik

dogrusal bagimsiz vektorlerin dogrusal bilesimleri
» 2'in dogrusal bagimsiz ay, as, . .., ay vektorlerinin
dogrusal bilesimi oldugunu farz edelim:
r = fray + Peag + -+ - + Brag
» katsayilar (51, s, . .., Ok) essizdir (unique), yani
T =may + Y20z + -+ Yy

ise B; =7 (1=1,2,...,k igin)

» bu, x verildiginde katsayilarin hesaplanabilecegi anlamina
gelir

» bu durum

(Br —m)ar + (B2 — y2)as + -+ (B — ve)ar = 0

esitliginden ve dolayisiyla (dogrusal bagimsizlik sebebiyle)

f1—71=P2—v =" =P — 7 = 0 olmasindan
anlasilabilir



Bolim 2

Taban



Bagimsizlik-boyut esitsizligi

» n-vektorlerden olusan bir dogrusal bagimsiz kiime en fazla
n elemanh olabilir

» diger bir deyisle: n-vektorlerden olusan, n + 1 veya daha
fazla elemanli her kiime dogrusal bagimlidir



Taban

>

>

n adet dogrusal bagimsiz n-vektérden (a1, as, . .., a,)
olusan kiimeye taban (basis) denir

her n-vektor b, bu kiimenin elemanlarinin bir dogrusal
bilesimi olarak ifade edilebilir:

b:51a1+52a2+"'+6nan

(baZI /817 627 R aﬁn I(I:In)
bu 51, Bs, ..., B, katsayilar essizdir

b = [ira1 + Baas + - - - + Bha, formiline “b'nin
ai,as, ..., a, tabaninda agilimi (expansion)" denir

ornek: eq,eq,...,e, tabaninda b'nin acilimi

b:blel+b262—|—...—|—bn6n



Bolim 3

Birim dikgen vektorler



Birim dikgen vektorler

>

>

bir n-vektor kiimesi ai, as, ..., a, i # j icin a; L a; ise
(karsilikli) dikgendir

lla;|| =1 (i =1,2,..., k icin) ise vektorler diizgelenmistir
(normalized)

vektorler hem dikgen hem de diizgelenmis ise bu
vektorlere birim dikgen (orthonormal) denir
ic carpim kullanilarak ifade edilebilir

1 e
GZTCLJ': Z J
0 i#j

birim dikgen vektorlerden olusan kiimeler dogrusal
bagimsizdir

bagimsizlik-boyut esitsizliginden dolayr & > n olmak
zorundadir

k = n oldugunda, ai,as, ..., ax bir birim dikgen tabandir



Birim dikgen tabanlara ornekler

» standart birim n-vektorler eq,es, ..., €,

» asagida verilen 3-vektorler

ol L Ll
4l V2ol V2]

» asagida gosterilen 2-vektorler



Birim dikgen acilim

» ay,as,...,a, bir birim dikgen taban ise, herhangi bir
n-vektor x icin

r = (alx)a, + (ax)ay + - + (alx)a,

ifadesi gecerlidir
» bu ifadeye “z'in birim dikgen acihmi” denir

» ifadeyi dogrulamak icin her iki tarafin a; ile i¢ carpimi
alinir



Bolim 4

Gram-Schmidt algoritmasi



Gram-Schmidt (dikgenlestirme) algoritmasi

» aq,as,...,a; nin dogrusal bagimsiz olup olmadigini
sinamak icin kullanilan bir algoritmadir

» ileride baska bircok farkl kullanim alani oldugunu
gorecegiz



Gram-Schmidt algoritmasi

verilenler: aq,ao,...,a; € R"”
tekrarla: i =1,2,...,k i¢in
1) Dikgenlestirme: ¢; = a; — (¢l a;)q1 — -+ — (¢F jai)qi_1

2) Dogrusal bagimlilik testi: ¢; = 0 ise dur

3) Dizgeleme: ¢; = ¢;/||Gil|

» Gram-Schmidt algoritmasi erken durmazsa (2. adimda),
ai,as, . ..,a dogrusal bagimsizdir

» Gram-Schmidt algoritmasi ¢ = j yinelemesinde erken
durursa, a; ai,as, ..., a;_; vektorlerinin bir dogrusal
bilesimidir (dolayisiyla, ay, as, ..., a; dogrusal bagimhdir)



Gram-Schmidt algoritmasi - Ornek

ai
az

7
q1 qi
%‘“’M L)
o q2



Gram-Schmidt algoritmasi - Analiz (1/2)

timevarim (induction) kullanarak ¢i, qa, . . ., ¢;'nin birim
dikgen oldugunu gosterelim:

» i — 1 icin gercek oldugunu varsayalm
» dikgenlestirme adimi

G La, ..., ¢ Lqg

olmasini (yani, ¢;'in g1, ¢, . .., qi—1 vektorlerinin hepsine
dikgen olmasini) garantiler

» bunu gormek icin, her iki tarafin ¢; (j < %) ile i¢ carpimini

alalim
4 G =q; ai — (qf ai)(q) @) — - — (¢} _40:)(q] Gi-1)
=qja;—q;a; =0
» dolayisiyla ¢; L ¢1, ..., ¢; L q;—1 olur

» dizgeleme adimi ||g;|| = 1 olmasini garantiler



Gram-Schmidt algoritmasi - Analiz (2/2)

algoritmanin yineleme i'den 6nce sonlanmadigini (terminate)
varsayarak ilerlersek:

» a;, q1,qo,...,q; nin bir dogrusal bilesimidir:

a; = ||Gllq: + <Q?ai)Q1 + e+ ((J;‘F_lai)qz;l

» q¢;, ai,as,...,a; nin bir dogrusal bilesimidir: ¢ (izerinde
timevarimla:
1

ve (timevarim varsayimindan dolay1) ¢, qo, ..., ¢i—1
vektorlerinden her biri a1, as,...,a;_1'in bir dogrusal
bilesimidir



Erken sonlanma

algoritmanin j. adimda sonlandigini farz edelim

» a;, q1,G2, .. .,qj—1 nun bir dogrusal bilesimidir
a; = (ChTaj)ql ++ (q]-T_laj)CIj—l

» q1,q2,...,q;—1 vektorlerinden her biri a1, asz,...,a;—1'nin
bir dogrusal bilesimidir

» dolayisiyla a;, ai,as, ..., a;j_i'mn bir dogrusal bilesimidir



Gram-Schmidt algoritmasinin karmasikhgi

» ;. yinelemenin 1. adimi icin ¢ — 1 adet i¢ carpim gerekir

T T
q1 Qi oy 1G4

bunun toplam maliyeti (i — 1)(2n — 1) floptur
» G;'yi hesaplamak: 2n(i — 1) flop
» ||q;|| ve g;'yi hesaplamak: 3n flop
» toplam maliyet:

—1
M + 3nk ~ 2nk?

Mw

(An—1)(i—1)+3n) = (4n — 1)
z:l

(X8, (i — 1) = k(k — 1)/2 kullanilarak)
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