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Bolim 1

Tanim ve notasyon



Durum ve durum dizisi

v

durum dizisi (state sequence): n-vektorlerden (xq,xo, ...

olusan dizi

t zaman veya periyot belirtir

x;'ye t anindaki durum (state) denir; diziye durum
yoriingesi (state trajectory) de denir

t'nin su anki (current) zaman oldugu varsayilirsa:

— x; su anki (¢ anindaki) durum
— x4—1 onceki (t — 1 anindaki) durum
— 41 sonraki (t 4+ 1 anindaki) durum



Durum ve durum dizisi

» ornekler: durum x; € R™ asagidakileri temsil edebilir:

bir nifusta yas dagilimi

farkli sektorlerdeki ekonomik ¢iktilar
mekanik sistemlerde hiz ve konum
elektrik sistemlerde akim ve gerilim
hidrolik sistemlerde su seviyesi
termik sistemlerde sicakhk



Dogrusal dinamikler
» dogrusal dinamik sistem modeli:
T41 :Atxta t= 1,2,...
» n x n A, matrisine dinamik matrisi (veya durum matrisi)
denir
» (Ay)ij(xe)j, (x¢);'den (2441);'ye yapilan katki
» A; zamana bagimli degilse (yani, A; = A ise) sisteme

zamanla degismeyen (time-invariant) sistem denir
» vyineleme x; .1 = A;x; kullanilarak z;'nin zaman icinde

gelisiminin benzetimi (simulation) olusturulabilir:
T = ono
Ty = Aj11

T3 = AQI‘Q



Dogrusal dinamik sistem cesitleri
» girisli dogrusal dinamik sistem modeli:

Tr1 :Atzct—l—Btut—i—ct, t= 172,...

— m-vektor u; giris vektori
— n X m matris By giris matrisi
— ¢ kayma (offset) terimi

» ozbaglanimli (auto-regressive) model:

Tpp1 = Ao + Aoy + -+ Agp—g1, t=K K+1,...

— sonraki durum z;41, su anki durum z; ve K — 1 adet
onceki duruma baghidir

— K =1 i¢in bu model standart dogrusal dinamik sistem
modelidir: x4 = Axy



Durum uzayr modeli (ek bilgi)

Tit1 :Atl't, t= 172,...

veya
Tt1 :Ath’t—FBtut, t= 1,2,...

formundaki modellere (genel olarak, bir sistemin durumu z;'nin
dinamiklerini ifade eden modellere) otomatik kontrolde (ve
dinamik sistemlerle ilgili diger alanlarda, 6rnegin: kimyasal
suire¢ sistemleri, finans, ekonomi, ekonometri, isaret/gérinti
isleme, ...) durum uzayi modeli (state space model) denir



Bolum 2

Ornek: Bir cismin hareketi



Bir cismin hareketi

f(7)

—_— m

0 p(7)

» f(7) kuvveti etkisinde (7 zaman) bir dogru lizerinde
hareket eden m kiitleli cismi ele alalim (konumu p(7))
» Newton hareket yasalariyla konumun dinamik modeli
2
mS2(r) = 1 2(r) + £(7)
formundaki diferansiyel denklem olarak kurulabilir (burada
n > 0 siriklenme (drag) katsayisi)
> cismin hizina v(7) dersek (v(7) = ) bu bir baglasik

dr
(coupled) diferansiyel denklem takimi olarak yazilabilir:

Py =or), w3 = —mlr) + 5(7)



Zamanda ayriklastirma

» diferansiyel denklem takimindan z;,; = Ax; formundaki
dogrusal dinamik sistem modeline ge¢mek icin diferansiyel
denklemleri zamanda ayriklastirmamiz gerekir (time
discretization)

» bunun igin bir 6rnekleme araligi (sampling interval) h > 0
tanimlayalim

» h, hizin ve kuvvetlerin h siiresi boyunca ¢cok fazla
degismeyecegi kadar kiiciik secilmelidir



Zamanda ayriklastirma

» p(7), v(T) ve f(7)'yi zamanda drneklenmis (sampled)
(r =th, t=1,2,...) olarak yazalim:

Pt = p(th), Uy = ’U(th), fi= f(th)

» kiicik A icin tlrev iceren terimler yaklasik olarak su
sekilde yazilabilir:

dp Pt+1 — Pt dv Ut+1 — Ut
th) / ——— —(th) v ————
dT( )~ h 7 d7< ) h
» buradan diferansiyel denklem takiminin ayrik zamanli
halini (yani, fark denklemi (difference equation)) su
sekilde elde ederiz:
Pt+1 — Pr Ut+1 — U

h = Uy, mT = fi —nw



Ayrik-zamanh dinamik sistem modeli

» sistemin durumunu su sekilde tanimlayalim:

“=[i

» buradan ayrik-zamanl diferansiyel denklem takimi

1 h 0
$t+1:[0 1_m‘|xt+[h‘|fta t:1,2,

m

formunda yazilabilir. bu, girisi f; ve dinamik matrisi ile

giris matrisi
1 h 0
Sl R B 1

m

seklinde olan bir dogrusal dinamik sistem modelidir



Cismin hareketinin benzetimi

ornek: parametrelerim =1 kg, n=1Ns/mve h =0.01s
olan ayrik-zamanli dogrusal dinamik sistem modelini ele alalim.

f(r) =

0<7<05
05<7<«1
1<rt<14
14<r

ile verilen giris yoriingesi icin sistemin durum yoériingeleri

asagidaki sekilde olusur.

0.1

05 0.05

0.15

0.4




Bolum 3

Ornek: Tedarik zinciri dinamikleri



Tedarik zinciri dinamikleri

» bir tedarik zincirinin (supply chain) dinamikleri bir
dogrusal dinamik sistem modeli ile modellenebilir

» burada basit bir 6rnegi inceleyecegiz (gercek bir tedarik
zincirinde depolama kapasitesi limitleri veya talep
dalgalanmalari gibi unsurlar mevcuttur)



Tedarik zinciri dinamikleri

» bolinebilir (divisible) (yani, miktari bir reel sayi ile ifade
edilebilir) bir malin tedarik zincirini ele alalim. zincirde
n = 3 adet depo ve m = 3 adet nakliye baglantisi olsun
» bu depolarin her biri icin bir mal miktari hedefi mevcuttur.
n-vektor x; ile bu hedeften olan sapmalari ifade edelim
(6rnegin, (x5)3 5. periyot icin 3. depodaki mal miktari ile
hedef arasindaki fark)



Tedarik zinciri dinamikleri

>

>

her periyot ¢ boyunca, zincirde mevcut m adet nakliye
baglantisi tizerinden mallar depolar arasinda tasinabilir

ayrica, depolara mal girisi (satinalma (purchase) yoluyla)
ve depolardan mal ¢ikisi (satis (sale) yoluyla) mimkindiir.
satinalmalari ve satislari n-vektorler p; ve s, ile gosterelim

zincirin baglantilan (ayritlar) n x m cakisim matrisi A%
ile ifade edilir:

-1 -1 0

periyot t'deki mal akisini m-vektor f; ile gosterelim
(6rnegin, (fg)2 = —1.4 periyot 6'da 1.4 birim malin ayrit
2 boyunca ayritla ters yonde tasindigi anlamina gelir)

n-vektor A% f; n adet depoya olan net mal akislarini verir



Tedarik zinciri dinamikleri

» depolar (diigiimler) arasinda nakliye baglantilari (ayritlar)
tzerinden gerceklesen mal akislari ile satinalma ve satislari
hesaba katarak zincirin dinamiklerini elde ederiz (A = I):

-1 -1 0 1 0 0
Tt41 :ACL’t—i— 1 0 -1 0 0 [
0 1

ff]—st, t=1,2,...
0 1 1

1
O Dt

4= 1]

» tedarik zinciri kontrolii uygulamalarinda satis s; zincir
yoneticisinin kontrolii disindadir, ancak mal akisi f; ile
satinalma p; belirlenebilir. dolayisiyla bu model, kayma
(offset) terimi s, ve girisi

4

olan, girisli bir dogrusal dinamik sistem modelidir



Bolum 4

Ornek: Niifus dinamikleri



Niifus dagihimi

> 2, € R ¢ yili (¢t =1,2,...,T) icin niifus yas dagilimini
verir

» (x¢); t yilinda i — 1 yasinda olan insanlarin sayisi

» ¢ yilindaki toplam niifus 17z,

» 70 yasinda veya daha yasli olan insanlarin sayisi:

T
070 .
13| °°



ABD’nin niifus dagihmi (2010 sayimi)

N
|

nifus (milyon)

[ | L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
yas



Dogum ve vefat oranlari

vy

dogum orani b € R vefat orani d € R

© — 1 yasinda kisi basina dogum sayisi: b;

i — 1 yasinda kisilerin vefat orani: d; (dygo = 1
varsaylyoruz)

b ve d zamana gore degisebilir ancak burada sabit
olduklarini varsayiyoruz



ABD’de dogum ve vefat oranlan

0

yaklasik dogum orani (%)

vefat orani (%)

30

20

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
yas

0 10 20 30 40 50 60 70 &

yas

0 90 100



Niifus dinamikleri

» gelecek yil icin nifus dagiliminin hesaplanmasini ele alalim

» gelecek yil icin 0 yasindakilerin sayisi, bu yil gerceklesen
toplam doguma esittir:

(1)1 = bet

» gelecek yil icin ¢ yasindakilerin sayisi, bu yil igin ¢ — 1

yasindakilerin sayisindan vefat edenler cikarilarak bulunur
($t+1)i+1 = (1 — dl)(.fﬂt)“ 1= 17 2, c. ,99

» sonug olarak nifus dinamikleri z;,1 = Az, olarak elde

edilir. burada A su sekildedir:

b, by ... by bio]
1—d; 0 .. 0 0
0

A=| 0 1—=dy ... 0

0 0 ... 1—dgy O |



Bolim 5

Ornek: Salgin dinamikleri



Salgin dinamikleri

» 4-vektor x; dort farkh enfeksiyon halinde bulunan niifus
oranlarini verir:

— duyarh (susceptible) (hastalanabilir)
— enfekte (infected) (hasta)
— iyilesmis (recovered) (bagisik)
— kayip (deceased) (vefat etmis)
» bu modele bazen SIR modeli denir
» ornek:
0.75
0.1
0.1
0.05

Ty =



Salgin dinamikleri

her giin
» duyarl nifustan
— %5'i hastalaniyor
— %95'i duyarl halde kaliyor
» enfekte niifustan
— %1'i vefat ediyor
— %10'u bagisikhk kazanarak iyilesiyor
— %4'i bagisiklik kazanmadan iyilesiyor (yani, duyarl hale
geliyor)
— %85'i enfekte halde kaliyor
bagisik niifusta hal degisikligi olmuyor.
bu parametreler icin salgin dinamikleri su sekildedir:

0.95 0.04 O
0.06 0.85 0O
Ty

1

0

THLT 0 0.10
0 001

_— o O O



Salgin dinamikleri - Benzetim

1

sl lyilesmis |

0.6
-~
S
0.4
0.2
kayip
0 0 50 100 150 200

zaman t



	Tanım ve notasyon
	Örnek: Bir cismin hareketi
	Örnek: Tedarik zinciri dinamikleri
	Örnek: Nüfus dinamikleri
	Örnek: Salgın dinamikleri

