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Bolim 1

Cok amacli en kiictik kareler problemi



Cok amach en kiiciik kareler problemi

>

v

norm kare formunda k& adet amag fonksiyonu
No= Az = bl T = [[Age = )2

seklinde verilsin. bunlarin hepsinin kiiciik degerler almasini
saglayacak sekilde n-vektor z'i segcmek istiyoruz

A; m; X n matris, b; m;-vektor (i =1, 2, ..., k)
bu probleme gok amagli (multi-objective) en kugiik
kareler problemi denir

bu problem
k
minimize > A — by|?
i=1

formunda bir cok amagh optimizasyon problemidir



Cok amach en kiiciik kareler problemi

» bu tip problemlere ¢ok olgutlii (multi-criterion) problem
de denir

» J; terimleri cok amacl optimizasyon problemindeki
amaglardir (objectives)

» z'i herhangi bir J;'yi minimize edecek sekilde secebiliriz,
ancak biz hepsinin kiiciik degerler almasini saglayacak bir
x bulmak istiyoruz



Agirlikhi toplam amacg fonksiyonu

» pozitif agirhklar (Ay, ..., Ax) secelim ve

= M| A —by])* + .o+ | Apr — b

seklinde bir “agirlikh toplam ama¢” (weighted sum
objective) fonksiyonu olusturalim

» J'yi minimize edecek z'i segmek istiyoruz

» \; = 1 olarak alip J;'e “birincil ama¢” (primary objective)
diyebiliriz

» )\;'lerin yorumlanmasi: J;'nin kiglk degerler almasini
birincil amaca oranla ne kadar 6nemsiyorsak \;'y1 o kadar
biylk secmeliyiz

» iki Olcitli bir problem icin amag fonksiyonu:

Ji + Mo = ||Arr — by || + A|| Agz — by]?



istiflemeyle agirlikli toplam minimizasyonu

» agirlikh toplam amag fonksiyonunu su sekilde yazalim

\/)\_1(A1I - b1) ?
J = :
\/)\_k(AkiU - bk)

» buradan, amag fonksiyonu

\/)\_1141 \/A_lbl

A: 5 B:

tanimlanyla J = || Az — b|| formunda olusur

» dolayisiyla J'yi minimize etmek icin standart (tek olgtli)
en kiciik kareler yontemini kullanabiliriz



Agirhikh toplam c¢oziimii

» A'nin situnlarinin dogrusal bagimsiz oldugunu varsayalim

» J = ||Az — || icin en kiigiik kareler ¢oziimii:
&= (ATA)7tATH
= (MATA 4+ -+ M AT AT AT 4 -+ N AL D)

» 2'i A'nin QR ayristirmasiyla hesaplayabiliriz

» A; matrisleri genis olabilir, veya sttunlari dogrusal bagimli
olabilir



Optimal odiinlesim egrisi

v

amagclari J; ve Js olan iki 6l¢ttlii probleme bakalim

Z(A) J1 + AJ2'nin minimize eden x degeri olsun

Ji(z) < J1(Z(N)) ve Ja(z) < Jo(2(N)) esitsizliklerini
saglayan bir z noktasi mevcut degilse Z(\)'ya “Pareto
optimal” denir

farkli sekilde soylersek: her iki amag icin de Z(\)'ten daha
iyi bir x noktasi yoktur

optimal édinlesim egrisi (optimal trade-off curve):

(S (Z(N), (2(X))) (A >0 icin)



Optimal odiinlesim egrisi - 6rnek

10 x 5 A; ve Ay matrisleri icin J; + AJs amach bir problem

0.6 —x1(2)
— X2(A)
—X3(4)
0.4 a0
— X5(1)
0.2
ol
-0.2
1074 1072 10° 102 104



Optimal odiinlesim egrisi - ornek

10 x 5 A; ve Ay matrisleri icin J; + AJ> amach bir problem

amaclar optimal 6dunlesim egrisi
15w
10 S 10 R
Ji1(D) M
5 5
10+ 102 10 10> 10* 6 8 10 12 14 16



Cok amach en kiiciik kareleri kullanmak

asagidaki prosedirii uygulayarak elimizdeki problemi bir cok
amacli en kiiciik kareler problemi olarak formiile edebiliriz
» birincil amaci belirleyelim
— birincil amag, minimize etmek istedigimiz temel
buytkliktir
» bir veya daha fazla ikincil (secondary) amag segelim
— bunlar miimkiinse kiictik olmasini istedigimiz
biyikliklerdir
— ornegin: z'in uzunlugu, parazliliga, verilen bir noktaya
uzakhgi
» begendigimiz (veya hos gorebildigimiz) bir Z(\) bulana
kadar agirliklan (\;) ayarlayalim. 6rnegin, J; + A\J> amagli
iki 6l¢ttli bir problem igin:
— Jo fazla biyiikse X'y arttir
— Ji fazla biyiikse \'yi azalt



Bolum 2

Ornek: Kontrol



Kontrol

vy
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n-vektor x: girisler (inputs) veya eylemler (actions)
m-vektor y: cikislar (outputs) veya sonuclar (results)
giris ve cikislar arasi iliskiyi

y=Axr+b

formundaki afin giris-cikis modeli ile ifade ediyoruz

bu model, gercek bir sistemin bir matematik modeli
sistem: uygulanan girislere cikislar ile tepki veren “sey”
A ve b biliniyor (analitik modellerden, uydurmadan vb.)
kontrol problemi (optimizasyon bakis agisiyla): x'in ve
y'nin fonksiyonu olan birden fazla amag¢ fonksiyonunu
optimize edecek sekilde (y'yi belirleyen) z'i segmek



Ornek: Minimum enerjili durum gecisi

standart (tek olgiitlii) problem formiilasyonu

,l,baslanglc — 0 /
. 0

minimize ||ul|?
u

baéll :(Zt+1:Axt—}-But, t:]_, 2,7T—]_

To = xbaslangu;

xT — xson



Cok amach kontrol

» tipik birincil amag: J; = ||y — y¢||? (burada y9s verilen
bir hedef ¢ikis)
» tipik ikincil amaclar:
- x kiigiik olsun: Jo = ||z||?

— x bir nominal giristen uzak olmasin: Jo = ||z — z"°™|?



Ornek: Minimum enerjili durum gegisi

cok amagh (iki ol¢itli) problem formilasyonu

P

hastangis _ {8} /

-5
0 5 10 15 20 25

minimize ||z7 — 2% + AJul|®

bagh x4, =Axy+Bu, t=1,2,...,T—1
To = mba$lang|g



Dayanikh kontrol

» dayanikl (robust) kontrol: kontrol yontemlerini
belirsizliklere (uncertainties) dayanikli hale getirmek
amaciyla belirsizlik modellerinin kontrol yontemi
formilasyonuna eklenmesini iceren kontrol dali

» (genel olarak) dayanikli XYZ: XYZ yontemlerini
belirsizliklere dayanikli hale getirmek amaciyla belirsizlik
modellerinin yontem formiilasyonuna eklenmesini iceren
XYZ dali (6rnekler: dayanikli optimizasyon, dayanikli
istatistik, dayanikl baglanim)


https://en.wikipedia.org/wiki/Robust_control
https://en.wikipedia.org/wiki/Robust_optimization
https://en.wikipedia.org/wiki/Robust_statistics
https://en.wikipedia.org/wiki/Robust_statistics
https://en.wikipedia.org/wiki/Robust_regression

Dayanikh kontrol

» not: dayanikli kontrolde bircok yontem vardir, burada en
kiclik kareler formunda ¢ok sade bir yontemi inceliyoruz

» K adet farkli giris-cikis modelimiz (veya, senaryomuz) var:
B = AR g 4 bk k=1,2,.... K

» bu modeller sistemdeki belirsizligi temsil eder
» k. model dogru ise y*¥) giris z icin olan cikistir

» biitiin modeller {izerinden ortalama birincil amag:

72Hy des

» = icin de terimler ekleyebiliriz, drnegin Al|z||?

» bu problem formiilasyonu biitiin senaryolarda iyi basarim
gosteren bir x degeri segmemizi saglar



Ornek: Minimum enerjili durum gegisi

dayanikli, cok amach (iki élcitlii) problem formilasyonu

10 QL

N
Y

,I,baslangu; — 0 /
v 0

1 K
minimize % > 2 — 2% |2 4 Aju?

bagh k=1,2, ..., K igin:

xtH Aa: —I—But, t=1,2....,T—1
l’(()k) — xbaslanglc



Bolum 3

Ornek: Kestirme ve evirme



Kestirme (estimation)

v

U
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n-vektor x kestirmek istedigimiz parametreleri icerir
m-vektor y Slciimleri (measurements) igerir
m-vektor v (bilinmeyen) giirilti (noise) veya olgiim
hatalari terimlerini icerir
Olciim modeli:

y=Ar+v

n X n matris A parametrelerle dlciimleri iliskilendirir
temel en kiiciik kareler kestirme problemi: v'nin kiigiik
oldugunu (ve A'nin siitunlarinin bagimsiz oldugunu)
varsayalim. J; = ||Az — y||*'yi minimize eden z'i bularak
kestirme (z'i tahmin etme) yapabiliriz



Diizenlilestirilmis evirme (inversion)

» 2 ile ilgili 6nsel bilgiyi (prior information) kestirme
problemine dahil ederek cok daha iyi sonuclar elde
edebiliriz. x ile ilgili onsel bilgiye ornekler:

— x ¢ok biyik olmamal (||z|| kigik olmal)
— x plriizsiz olmah (|| Dz|| kigiik olmalr)

» bunlan ikincil amacglar olarak ifade edelim:

— Jo = ||z||? (Tikhonov diizenlilestirmesi (regularization))
- Jo = ||Dz||? (|| D=||*: Dirichlet enerijisi)

» problem: J; + A\Jy amacini minimize etmek

» begendigimiz sonuglari elde edinceye kadar \'yi
degistirebiliriz

» A'nin fonksiyonu olarak Z(\) egrisine dizenlilestirme yolu
(regularization path) denir

» Tikhonov diizenlilestirmesi ile, A matrisinin siitunlari
dogrusal bagimh (6rnegin, A genis matris) oldugunda bile
¢6ziim bulunabilir



Ornek: Goriintii netlestirme

x: bir gorintiyl

>

» A matrisi: bulaniklastirma (blurring) operatorii

» y = Ax + v; y: bulaniklastinlmis, giraltilia bir gorintd
>

en kiiciik kareler netlestirme (de-blurring) problemi:
1Az = ylI* + M| Duzl|* + | Dnz|*)

amacini minimize edecek x'i segmek (burada D, ve D,
dikey ve yatay fark alma (differencing) operatorleri)

» ) netlestirilen gortntlnin plrizsizlestirme ayaridir



Ornek: Goriintii netlestirme

bulaniklastiriimis, A = 0.007 ile duzenlilestiriimis
guraltala géruntu evirme ile netlestiriimis géruntu

"‘tt . -’.’»

kaynak (source): NASA


https://nssdc.gsfc.nasa.gov/imgcat/html/object_page/a11_h_40_5878.html

Ornek: Goriintii netlestirme

dizenlilestirme yolu (6rnekler)

1=10"°

kaynak (source): NASA


https://nssdc.gsfc.nasa.gov/imgcat/html/object_page/a11_h_40_5878.html

Ornek: Goriintii netlestirme

ornekler)

(

diizenlilestirme yolu

1=1072

kaynak (source): NASA


https://nssdc.gsfc.nasa.gov/imgcat/html/object_page/a11_h_40_5878.html

Ornek: Tomografi

» 2: n adet vokselden (veya pikselden) olusan, ilgi
bolgesindeki (region of interest) biiyikliiklerin degerleri
» y = Ax + v; y: bolge igcinden gecen cizgiler lizerindeki

integrallerin olctimleri

yi =Y Az + v
i=1

> A;;: oleiim i'deki cizgiyle voksel j'nin kesisiminin

/C')Igi]m i'deki ¢izgi

uzunlugu
X1 X2
X6
o
//




Ornek: Tomografi

v

en kiciik kareler yontemini kullanarak tomografik
gericatma (reconstruction) yapmak istiyoruz

birincil amag: || Az — y||?

dizenlilestirme terimleri, x ile ilgili onsel bilgileri icerir ve
bunlari problem formiilasyonuna eklememizi saglar
ornegin, eger x bolge (izerinde piirlizsiiz sekilde
degisiyorsa, her vokseli kendi komsularina baglayan c¢izge

icin Dirichlet enerjisini dlizenlilestirme terimi olarak
kullaniriz



Ornek: Tomografi
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» sol tarafta: 4000 ¢izgi (100 nokta, nokta basina 40 cizgi)
» sag tarafta: soldaki kare bolgeye yerlestirilen obje
» ilgi bolgesi 10000 piksele ayrilmis durumda



Ornek: Tomografi
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Bolim 4

Ornek: Duzenlilestirilmis veri uydurma



Diizenlilestirme ihtiyacinin nedeni

v

v

fi(z) =1ile (y = f(x) bagintisi igin)

f(x) = 01 fi(@) + - + 0, f,()
modeli icin veri uydurma problemini ele alalim
0;, f(x)’in fi(z)'e duyarhligidir (duyarlilik)
dolayisiyla, 0;'in biyiik olmasi modelin f;(x)'e ¢ok duyarli
olmasi anlamina gelir
(0, istisna ¢iinki fi(x) = 1 sabit)
sonuc olarak, 0, 0s, ... 0, degerlerinin ¢ok buyuk
olmasini istemeyiz



Diizenlilestirilmis veri uydurma

» elimizde (M, 2@, ... 2 4D
bir egitim veri kiimesi olsun

y@, ..,y seklinde

Y

» veri kiimesi tizerinde uydurma hatasini A6 — y ile ifade
edelim

» dizenlilestirilmis veri uydurma problemi:
146 = ylI* + All62:1*

amacini minimize edecek sekilde 0'yr secmek

v

A (A > 0): duzenlilestirme parametresi
» § = XT3+ v1 formundaki baglanim modeli icin

IXT6 4+ v1 —yl* + MBI

amaci minimize edilir

» ) bir test veri kiimesi tizerinde gecerleme ile secilir



Diizenlilestirilmis veri uydurma - Ornek

eegitim
etest

X

» siyah cizgi: yapay veri olusturmak icin kullanilan egri
» 10 mavi nokta: egitim, 20 kirmizi nokta: test
» 5 parametreli bir model uyduruyoruz (wy, ve ¢y veriliyor):

4
F(@) =01+ i1 cos(wia + o)

k=1



Diizenlilestirilmis veri uydurma - Ornek

A'nin fonksiyonu olarak A'nin fonksiyonu olarak
RMS hata parametreler
[

1 —egitim

—test

0.5

0 | I —2

10751073 107" 10" 103 103 1021073 107! 10! 103 103

A A

» minimum test RMS hata degeri A = 0.08 ile elde ediliyor
» \'yi arttirinca parametrelerin (0, ... 05) degerleri azaliyor
» kesikli cizgiler gercek parametre degerleri

» 0.08'e yakin A icin kestirilen parametreler gercege yakin
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