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Bolim 1

En kicuk kareler model uydurma



Problem formiilasyonu

» skaler y ile n-vektor x'in bagintili oldugunu disiiniiyoruz

y =~ f(x)

» z'e bagimsiz degisken (independent variable) denir

» y'ye amag degisken (outcome variable veya response
variable) denir

» f:R"” — R, zile y arasindaki bagintiyi verir
» genellikle, = bir 6znitelik (feature) vektoridir, y ise
ongoérmek (predict) istedigimiz bir sey

» 1z ile y arasindaki dogru iliskiyi veren f'i bilmiyoruz



Veriler

vy

elimizde bazi veriler (data) bulunuyor:

bunlara gozlemler (observations), érnekler (examples),
orneklemler (samples), veya 6l¢iimler (measurements) de
denir

2@ y® i veri ciftidir

xgl) i. veri noktasi () 'nin j. elemanidir

N: veri kiimesinin (data set) biytkligi (veri noktasi
sayist)



Model

» f:R" — R: z ile y arasindaki dogru iliski

» f'in ne oldugunu bilmiyoruz

> Ji’in bir yaklasikligi (approximation) olarak model
f:R™ = R'i segelim

» parametrelere gore dogrusal (linear in the parameters)
model formu:

A

f@) = 01f1(x) + 02 fo(2) + - - + Op (@)

» f;: R" — R bizim sectigimiz taban fonksiyonlaridir (basis

function)
» 0, bizim sectigimiz model parametreleridir
> 7@ = f(z®) modelin y®'ye dair éngérisidiir

» () =~y olsun isteriz (modelin gdzlemlenen verilerle
tutarli (consistent) olmasini isteriz)



En kiiciik kareler veri uydurma

» 6ngorii hatasi veya kalinti: 7 =y — 5@

» en kiiclik kareler veri uydurma (data fitting) problemi:
6ngori hatasinin RMS degerini minimize edecek sekilde
model parametrelerini (6;) secmek

» amag fonksiyonu (6ngdrii hatasinin RMS degeri)

\/(T(l))2 + (r@)2 4o (r(N)2
N

» bu problem bir en kiiciik kareler problemi olarak formiile
edilebilir ve coziilebilir



En kiiciik kareler veri uydurma

> @ 5O ve r®'yi N-vektorler olarak yazalim

AR
] r
yd = y: 9 = y- rf=1 .
y @) Hov) (V)

» 6ngorii hatasinin RMS degerini rms(r?) ile gosterelim

» elemanlan A;; = f;(2?) olan bir N x p-matris A
tanimlayalim. buradan §? = A6 yazabiliriz



En kiiciik kareler veri uydurma

» en kiiglik kareler veri uydurma problemi:
I71% = lly? = 911> = lly* — A6|]* = || 46 — y*||?

ifadesini minimize edecek 'y segmek

> cozim: 0 = (ATA)"1ATy (A'min situnlan dogrusal
bagimsiz ise)

» minimum ortalama karesel hata (minimum mean square
error, MMSE): 7”‘%;?/”2



Sabit model uydurma

v

v

olasi en basit model: p =1, fi(z) =1
model formu: f(z) = 6 (sabit bir sayi)
A =1, dolayisiyla

b, =(1"1)"" = (1/N)17y" = avg(y?)

sonuc olarak: y¢'nin ortalamasi sabit bir sayi seklindeki
model icin en kiiclk kareler uydurmasidir

MMSE std(y,4)?, RMS hata std(y?)

daha gelismis modeller, basarimlari sabit modelle
karsilastirilarak sinanabilir



Tek degiskenli fonksiyon uydurma

» tek degiskenli fonksiyon f : R — R'nin yaklasikligini
bulmak istiyoruz

A

» verileri ((x;,v;)) ve model § = f(z)'i ¢izdirebiliriz



Diiz cizgi uydurma

> p=2 fi(z) =1, folz) =2
> model formu: f(z) = 6 + O (diiz cizgi)
» A matrisinin formu:
1 M
1 =3
A=|. .
1 ™)

» 01 ve 6 acik sekilde hesaplanabilir:

Fla) = mvsly) + % L (x - av(a)

» burada ¢ = [x(l) @ .. x(N)}
» o (z ile y arasindaki korelasyon katsayisi):
_ Ty
=yl

p



Diiz cizgi uydurma, ornek

F)




Polinom uydurma
> fi=ati=1,2...,p
» model formu: derecesi p'den disiik bir polinom
Flx) =01 + Oz + 0327 + - - + 2P

» dikkat: z¢ “z iizeri i" demek: (9 4. veri noktasi

» A matrisinin formu:

1 x(l) x(l) 2 . e (x(l))p_l

1 x(2) (I(2))2 . e (x(2))p_1
A=, . : :

12 (a2 L ()t

(bu matrise Vandermonde matrisi denir)



Polinom uydurma, 6rnek (N = 100)

fx)

2. derece

Jx)

10. derece

F)

6. derece

A

J(x)

15. derece




Genel veri uydurma olarak baglanim

> baglanim (regression) modeli, § = f(z) = 276 + v ile
verilen afin fonksiyondur

> fi(z) =1, filx) =x;—1 (1 =2,3,...,n+ 1) seklindeki
taban fonksiyonlari ile genel uydurma formunda uydurma
yapar. model formu:

J=01+ 021+ 0320+ -+ 0,17, = $T92:n+1 + 0,

» § = 275 + v formunda yazarsak: 3 = 0y.1, v = 6,



Baglanim olarak genel veri uydurma

» genel uydurma modeli:

A

f(x) =61fi(z) + Oz fo(x) + - -+ O, fp(x)

» olagan varsayim: fi(z) =1

> -—I= [fg(:c) fa(x) ... fp(:zr)} seklinde donustirilmis
(transformed) Oznitelikler
- V:01,,8:92:p

tanimlariyla, f(f) = 773 + v formundaki baglanim
modeliyle aynidir



Bolim 2

Gecerleme



Genellestirme

temel fikir:
» modelin amaci eldeki veriler icin amag¢ degiskenini
ongormek degildir
» bunun yerine, modelin amaci yeni, énceden goriilmemis
veriler icin amag degiskenini 6ngérmektir

» vyeni, 6nceden gorilmemis veriler icin makul dngoriler
yapan bir modelin “genellestirebilme yetenegi”
(generalization ability) vardir (veya, “model
genellestirebiliyor” denir)

» yeni, 6nceden gorilmemis veriler icin kotlh ongoriler
yapan modelde asiri uyumlama (over-fit) sorunu vardir



Gecerleme

gecerleme: modelin genellestirebilme yetenegini test ermek icin
basit ve etkili bir yontem

>

vvyyvyy

v

asil veri kiimesini egitim kimesi (training set) ve test
kiimesi (test set) olarak ayiralim

sik kullanilan ayirmalar: 80%/20%, 90%/10%
egitim kimesi tizerinde modeli kurahim (egitelim (train))
sonra, model Ongoriilerini test kiimesi lizerinde test edelim

ayrica, modelin egitim ve test kiimeleri icin 6ngori
hatasinin RMS degerlerini karsilastirabiliriz

eger hatalar benzer ise, modelin genellestirebilecegini
tahmin edebiliriz



Gecerleme

» gecerleme prosediirii, farkli aday modellerin arasindan
secim yapmak icin kullanilabilir, 6rnegin:
— farkli dereceli polinomlar
— farkl agiklayicr degiskenler (regressor) kiimelerine sahip
baglanim modelleri

» farkli modeller arasindan (en) diisiik test hatasina sahip
olani kullanmak isteriz



Gecerleme, ornek

modeller 100 veri noktasi iceren egitim kiimesi ile uyduruldu,
grafikler 100 veri noktasi iceren test setini gosteriyor

foy  2-denece 70 6. derece

Fo 10. derece §16)) 15. derece




Gecerleme, ornek

—e—egitim
—m— test

I
o

bagil RMS hata

0 5 10 15 20
polinom derecesi

grafik 4., 5. veya 6. derecelerin makul secenekler oldugunu
gosteriyor



Capraz gecerleme

capraz gecgerleme (cross-validation) prosediiri:
» veri kiimesini k adet veri altkiimesine (fold) ayir (6rnegin:
k = 10)
» . altkiime hari¢ batiin altkiimeleri kullanarak modeli egit
» . altkiimedeki veri lizerinde modeli test et
» buislemleri ¢ = 1,2, ... k icin tekrarla
(bu yonteme k-kat (k-fold) ¢apraz gecerleme denir)

capraz gecerleme sonuglarini yorumlamak:

» test kiimesi icin RMS hatalar egitim kiimesi icin
olanlardan ¢ok daha biiyiik ise modelde asiri-uyum vardir

» test ve egitim kiimeleri icin RMS hatalar benzer ve tutarli
ise, gelecekteki veriler icin modelin benzer RMS hatalara
sahip olacagini tahmin edebiliriz (kesin olarak bilemeyiz)



Capraz gecerleme, ornek

vwvyy

ev fiyati tahmini; baglanim modeli (f(z) = 278 + v)
oznitelikler: alan (z1) (x92.9 m?), yatak odasi sayisi (3)

veri kiimesi: 775 ev satisi verisi; 5 altklimeye ayriliyor

capraz gecerleme ile her bir alt kiime i¢in bir baglanim
modeli egitiliyor (6rnegin, 1. modelde egitim kimesi 2.,
3., 4. ve 5. altkiimeler, test kiimesi 1. alt kiime)

model parametreleri RMS hata
kat v B B2 egitim  test
1 60.65 143.36 —18.00 74.00 78.44
2 54.00 151.11 -20.30 75.11 73.89
3 49.06 157.75 -21.10 76.22 69.93
4 4796 142.65 -14.35 71.16 88.35
5 60.24 150.13 -21.11 77.28 64.20




Bolim 3

Oznitelik mithendisligi



Oznitelik miihendisligi

oznitelik mithendisligi prosediiri:
» temel Oznitelik vektorl n-vektor x ile prosediire basla

» taban fonksiyonlarini (f1, fa, ..., f,) secerek
fi(z)
fa(x)
fp(2)
seklindeki eslenmis (mapped) oznitelikler vektoriinii
olustur

» eslenmis Oznitelikleri olan, parametrelere-gore-dogrusal
modeli veriye uydur

§ = 01f1(x) + O2f2(x) + - + O, fp()

» modelin gecerleme analizini yap



Oznitelikleri doniistiirmek

» standartlastirma: x;'yi =% o b jle degistir
— b; = Ozniteligin veri kiimesi icin ortalama degeri
— a; ~ Ozniteligin veri kiimesi icin standart sapmasi
bu sekilde (standartlastirilmis) yeni 6zniteliklere “standart
normal degisken" (z-score) denir
» logaritmik doniisiim: x; negatif olmayan sayi ise ve genis
bir deger araliginda yer aliyorsa, log(1 + ;) ile degistir
» yiksek ve algak oznitelikler: max(x; — b,0) ve
min(z; — a,0) ile verilen yeni 6znitelikler olustur (bunlara
asil 6znitelik z'in yiksek ve algak versiyonlari denir)



Oznitelik miihendisligi, ornek

» ev fiyati tahmini

» temel Oznitelikler ile baslayalim

- I1:
- T2
— I3
— T4.

alan (x92.9 m?)

yatak odasi sayisi

apartman dairesi ise x3 = 1, mistakil ev ise 3 =0
adresin posta kodu (62 farkli deger alabilir)

» 8 adet taban fonksiyonu kullanalim:

- filx) =1, fa(z) = z1, f3(xr) = max(z; — 1.5,0)

- fa(z) = 72, f5() = 23

- fe(x), fr(x), fs(x): x4'in Boole fonksiyonlari (birbirine
yakin posta kodlarindan olusan 4 grubu (yani,
mahalleleri) ifade ederler)

» 5-kat model gecerleme yapalim



Oznitelik miihendisligi, ornek

model parametreleri RMS hata
kat 6 6y 63 64 05 [/ 67 63 egitim test
1 122.35 166.87 -39.27 —-16.31 -23.97 -100.42 -106.66 -25.98 67.29 72.78
2 100.95 186.65 —55.80 —18.66 —14.81 -99.10 -109.62 —-17.94 67.83 70.81
3 133.61 167.15 -23.62 -18.66 —14.71 —109.32 —114.41 -28.46 69.70 63.80
4 108.43 171.21 -41.25 -15.42 —-17.68 —-94.17 -103.63 -29.83 65.58 78.91
5 114.45 185.69 —52.71 -20.87 -23.26 —102.84 —110.46 -23.43 70.69 58.27
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