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Dersle ilgili bilgiler - Giris

Model ongoriilu kontrol:
Dinamik optimizasyon yoluyla geribeslemeli kontrol

kontrolar

Dersin kisimlan:
» Kisim | - Durum Uzayinda Modelleme ve Analiz
» Kisim Il - Durum Uzayinda Kontrol
» Kisim Il - Optimizasyon
» Kisim IV - Model Ongoériilii Kontrol



Dersle ilgili bilgiler - Genel

dersin kodu/ismi:
on kosul dersleri:
ogretim iiyesi/ofis:
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notlandirma:

yoklama:

EEM462 Model Ongériilii Kontrol
MAT102, EEM126, EEM222, EEM314
Isik ilber Sirmatel /B-32
iilbersirmatel@trakya.edu.tr

ara sinav %40, final %60

%80 zorunlu (12/15 hafta)
https://yoklama.trakya.edu.tr/


https://yoklama.trakya.edu.tr/

Dersle ilgili bilgiler - Haftalik plan

] hafta ‘ kisim ‘ konu
1 kontrole giris
2 | dinamik modelleme, 6rnekler
3 I stirekli-zamanl dogrusal sistemler
4 I ayrik-zamanl dogrusal sistemler
5 Il erisilebilirlik, durum geribesleme
6 I gozlenebilirlik, durum gozleme
7 ] optimal kontrol, durum kestirme
8 ara sinav
9 " optimizasyonun temelleri
10 " optimizasyon algoritmalari
11 v MPC - temeller ve tasarim
12 v MPC - gercekleme
13 A% MPC - uygulamaya dair konular
14 v MPC - ileri yontemler
15 sistem tanima, kontrol gercekleme



https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33ZrCZYGQOPfpv6FSIcfYkUS
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33ZFDfvPuI6P-Fl0vS0M4yNc
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33aCY135eRcFbFEOJ7p5nrhS
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33bPNhE9k7I3HzoDElYwfSB6
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33bPNhE9k7I3HzoDElYwfSB6
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33YPVvStA22MCVN9kSdxjU9d
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33ZHoYgxBVoptJHeaQmGb_xQ
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33YqJNMntEegPYDv4OnpftGV
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33Ym-jtMWDIIEyPD0lvCoD0q
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33aBXBSNUfxJ8Mvptb1EnMmz
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33b6Hhfi5T0u8ijaPo-NCyd6
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33ZQzUcdcdHboKXLleWPaTVP
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33bG90XLTKGrdKhQsFU-EDaU
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33ZK5WsTgp7z7TwgEqDuaKwG
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33aFzsKLbMXezIWyyeqMFQoW
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33aoflygXa8dDAf2oKlH8mkK
https://www.youtube.com/playlist?list=PLrj5Wewrq33aCY135eRcFbFEOJ7p5nrhS

Dersle ilgili bilgiler - Sinavlar

sinavlarda hesap makinasi ve formiil kagidi serbest
formiil kagidi: ara sinav — arkali-onlii 1 A4 kagidi
formiil kagidi: final — arkali-onlii 2 A4 kagidi

formiil kagidina 6grenci istedigi her seyi yazabilir

sinavlar icin 6grencilerin sorumlu oldugu kaynak:
sadece ders slaytlan?

2Bu ders slaytlarinin hazirlanmasinda kismen su kaynaklardan faydalaniimistir:
a) Automatic Control 1&2 (ders slaytlari), Alberto Bemporad, IMT Lucca
b) System Analysis and Control (ders notlar), Laurent Lessard, Northeastern Uni.
c) Model Predictive Control (ders slaytlar), Francesco Borrelli, UC Berkeley



http://cse.lab.imtlucca.it/~bemporad/automatic_control_course.html
https://laurentlessard.com/teaching/4555-system-analysis-and-control/
http://www.mpc.berkeley.edu/mpc-course-material

Bolim 1

Giris



Alt Bolim 1

Otomatik Kontrol



Otomatik kontrolun tanim

santrifij regilator (18. yizyil)
Kaynak: Mirko Junge, CC BY 3.0

Otomatik kontrol, dinamik
sistemlerin insan midahalesi
olmadan yaklasik olarak istenen
sekilde davranmasini saglayan
(ve bunu bozacak
belirsizliklerin etkisini belli
olctide giderebilen)
geribeslemeli mekanizmalarin
analizi ve tasarimini kapsayan
mihendislik /uygulamal
matematik dalidir.


https://www.youtube.com/watch?v=HS_YGZXP2xY
https://en.wikipedia.org/wiki/Centrifugal_governor#/media/File:Boulton_and_Watt_centrifugal_governor-MJ.jpg
https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/

Ornek: Oda sicakhg kontrolii (manuel)
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Ornek: Oda sicakhg kontrolii (manuel)
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Ornek: Oda sicakhg kontrolii (manuel)
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Ornek: Oda sicakhg kontrolii (manuel)
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Ornek: Oda sicakhg kontrolii (manuel)
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Ornek: Oda sicakhg kontrolii (otomatik)
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Ornek: Oda sicakhg kontrolii (otomatik)
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Ornek: Oda sicakhg: kontrolii
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Ornek: Oda sicakhg: kontrolii

termostatin icindeki kontrol algoritmasi (Pl):

u(k) =u(k — 1)+ Kp(e(k) —e(k — 1)) + Kre(k)
e(k) =r(k) — x(k)

Pl - tasarim A: Kp =20, K; =2
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Ornek: Oda sicakhg: kontrolii

termostatin icindeki kontrol algoritmasi (Pl):

u(k) =u(k — 1)+ Kp(e(k) —e(k — 1)) + Kre(k)
e(k) = r(k) — x(k)

Pl - tasarim B: Kp =5, K; =8
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Ornek: Oda sicakhg: kontrolii

termostatin icindeki kontrol algoritmasi (Pl):

u(k) =u(k — 1)+ Kp(e(k) —e(k — 1)) + Kre(k)
e(k) =r(k) — x(k)

Pl - tasarim C: Kp = 250, K; = 25
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Otomatik kontroliin yararlan'

» hassas olmayan elemanlar kullanilarak hassas
sistemlerin kurulmasi

» bozucularin ve eleman varyasyonlarinin
etkilerinin azaltilmasi

» sistemlerin davranisinin regile edilmesi,
kararlilastiriimasi ve sekillendirilmesi

otomatik kontroliin sakincalari

» kararsizlik tehlikesi (kontrolsiiz halde kararli olan
sistem kontrol altinda kararsiz hale gelebilir)

» algilayici glirlltisiiniin sisteme girmesi

IThe fascinating history and success of feedback control, Karl J. Astrém


https://www.youtube.com/watch?v=R-h66PrQ808

Otomatik kontrol sistemi - Genel yapi (1)

*u’

—# kontrolar = SUreg i

A

Y

algilayic "
{sensdr)




Otomatik kontrol sistemi - Genel yapi (2)
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Siirec kontrol/optimizasyon - Bes seviye?
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2Dale E Seborg et al. Process Dynamics and Control. John Wiley & Sons, 2016.




Siirec kontrol/optimizasyon mimarisi
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Otomatik kontrol projelerinin unsurlan

1) modelleme (modeling): sistem davranisinin matematiksel
(genellikle diferansiyel denklem) olarak ifade edilmesi

2) benzetim (simulation): model kullanilarak sistemin
zamana bagl calismasinin hesaplanmasi

3) sistem analizi (system analysis): model kullanilarak
sistemin teorik ozelliklerinin (kararlilik vb.) incelenmesi

4) sistem tamima (system identification): sistem olgimleri
kullanilarak modelin/model parametrelerinin tahmini

5) model gecerleme (model validation): sistem olgimleri
ve model kullanilarak modelin gegerliliginin sinanmasi

6) durum kestirme tasarimi (state estimation design):
sistem Olctimleri ve model kullanarak sistem durumunu tahmin
eden mekanizmalarin tasarimi

7) kontrol tasarimi (control design): sistem durum bilgisi
ve model kullanarak sistem davranisini sekillendiren
geribeslemeli mekanizmalarin tasarimi



Kontrol uygulama alanlarina ornekler

tasitlar elektrikli/elektronik altyapi aglan
cihazlar

- Rl

ulasim sistemleri kimyasal tesisler




EEM314 dersi ile baglanti

klasik kontrol (<1960)
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model: transfer fonksiyonu
bolge: frekans bolgesi
matematik: karmasik analiz

tasarim: kagit-kalem ile

modern kontrol (>1960)
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Otomatik kontroliin tarihcesi
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Kaynak: Alberto Bemporad, Machine Learning: A New ICE (Identification, Control, Estimation) Age? (uyarlandi)


http://cse.lab.imtlucca.it/~bemporad/talks/ifac2020/bemporad-ifac2020.pdf

Kontrol teorisi haritasi

movin‘g horizon
estimation

- tracking
- 2,

sensor fusion particle

DA
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Kaynak: Brian Douglas, The Map of Control Theory


https://engineeringmedia.com/s/Control_Map_ver5.png

Kontrol ve baglantili alanlar
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Miihendislik/matematik matrisi

uygulamali matematik dallar

miihendislik dallan

bilgisayar
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Miihendislikte tic temel unsur

Ornek: su tankinin modellenmesi ve benzetimi
orricelli yasa;\l?mm
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Kontrol uygulamala aIanIaru
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Kaynak: Otomatik Kontrol Bélimii, Lund Universitesi, isvec


https://www.control.lth.se/

Otomatik kontrol - Yakin anlamh kavramlar

otomatik kontrol
kontrol muhendisligi
kontrol teorisi
geribeslemeli kontrol
geribeslemeli sistemler
kontrol sistemleri
teknik sibernetik

mihendislik sibernetigi

automatic control
control engineering
control theory
feedback control
feedback systems
control systems
technical cybernetics

engineering cybernetics



Alt Bolim 2

Model Ongbriilii Kontrol



Model ongoriilii kontrol - Ana fikir
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Kontrol tasarimina iki farkh bakis

standart tasarim: model ongoriilii kontrol:
1! i}
kantralor e 'I:J._ kantralor e,
J... - ¥ ||I.. - .: J.n. =l &
] .
u = c(y,r)'deki c'yi tasarla optimizasyon ile u'yu se¢
ele alinan baskin sorunlar: ele alinan baskin sorunlar:
» bozucu etkisi (w — y) » kontrol kisitlar (|u| < u)
> girdltd etkisi (v — y) » siire¢ kisitlan (|z| < 7)
» model belirsizligi kontrol problemi cesitleri:
kontrol problemi cesitleri: » regiilasyon (y ~ 0)
» regiilasyon (y ~ 0) » referans izleme (y ~ )

» referans izleme (y ~ 7 » ckonomik optimizasyon
Y p Y



Kisitlar ve kontrol tasarimi

Gergek dinamik sistemlerin hepsinde kisitlar vardir:
» Fiziksel kisitlar (6rnek: eyleyici limitleri)
» Basarim kisitlari (6rnek: asim)

» Givenlik kisitlari (6rnek: sicaklik/basing limitleri)

optimal operasyon genelde kisitlara yakmdlr‘

standart tasarim: model ongoriilii kontrol:
» tasarimda kisitlar » tasarimda kisitlar
hesaba katilmaz hesaba katilr
» operasyon noktalari » operasyon noktalari
kisitlardan uzak secilir kisitlara yakin segilir
» operasyon optimalden » operasyon optimale

uzaktir yakindir



Kisitlar ve kontrol tasarimi
Ornek: Ucaklarda yunuslama kontrolii3
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girisler: irtifa dimeni (u(t)), flap/kanatcik acilar (us(t))
cikislar: hicum agisi (y1(t)), yunuslama agisi (y2(t))
referanslar: y;(t) — r1(t) = 0°, ya(t) — ro(t) = 20°
kisitlar: |u(t)| < 25°, 6rnekleme: 50 ms ve ZOH

>
>
>
>

» acik-cevrim sistem kararsiz

3p Kapasouris, M Athans, and G Stein. “Design of feedback control systems for
stable plants with saturating actuators”. In: Proceedings of the 27th IEEE Conference
on Decision and Control. |EEE. 1988, pp. 469-479. URL:
https://dspace.mit.edu/bitstream/handle/1721.1/3089/P-1816-19501864.pdf.


https://dspace.mit.edu/bitstream/handle/1721.1/3089/P-1816-19501864.pdf

Kisitlar ve kontrol tasarimi

Ornek: Ucaklarda yunuslama kontrolii

a) Dogrusal kuadratik integral regiilator (temkinli ayar)

20 25
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10! ”E?) ~ 0
g z;(t) % - -umin/umaz
e 3 (1)
0 - ——— k=== - s U (1)
0 1 2 3 4 0 1 2 3
t (s) t (s)

sistem kararli, cevap yavas



Kisitlar ve kontrol tasarimi

Ornek: Ucaklarda yunuslama kontrolii

b) Dogrusal kuadratik integral regilator (agresif ayar)

20 b7 S M —
—~ ]|~
10! ”E?) ~ 0
g zl (t) % - -umin/umaz
2 e 3 (1)
0 25 —10)
0 1 2 3 4 0 1 2 3
t (s) t (s)

sistem kararli, cevap hizli, kisitlar saglanmiyor



Kisitlar ve kontrol tasarimi

Ornek: Ucaklarda yunuslama kontrolii

c) Dogrusal kuadratik integral regiilator (agresif ayar) ve |u(t)| < 25°

20 25
—~ ]|~
— 10} ”E?) ~ 0
g . (t) % - -umin/umaz
—2 —ul(t)
0 95 U _____ s U (1) L
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
t (s) t (s)

sistem kararsiz



Kisitlar ve kontrol tasarimi

Ornek: Ucaklarda yunuslama kontrolii

d) Model éngorilii kontrolor (tasarimda |u(t)| < 25°)

20
—~ ]|~
— 10 ”E?) =
g zl (t) % - -umin/umaz
2 e 3 (1)
0 Y1 S —uw(t) |
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
t (s) t (s)

sistem kararli, cevap hizl, kisitlar saglaniyor



Cesitli giincel MPC uygulamalar

humanoid robot quadrotor quadruped robot

otonom arac ucurtma-dinamo



https://www.youtube.com/watch?v=_sBBaNYex3E
https://www.youtube.com/watch?v=bjlT-6KVQ7U
https://www.youtube.com/watch?v=m89bNn6RFoQ
https://www.youtube.com/watch?v=cTXytsWyFxE
https://www.youtube.com/watch?v=TCDIirXfByE
https://www.youtube.com/watch?v=swZGvKiw0cY

Endiistrinin bakisi
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Uluslararasi Otomatik Kontrol Federasyonu (IFAC) Endiistri Kurulu’nun PID ve ileri kontrol teknolojilerinin giincel

ve gelecekteki etkilerine dair yaptigi anketin sonuglari (Kaynak: Tariq Samad, IFAC Newsletter, Nisan 2019)


https://www.ifac-control.org/newsletter_archive/IFAC_Newsletter_2019_2_April.pdf

MPC - Yakin anlamh kavramlar

model 6ngorili kontrol
ongorili kontrol
model-tabanli éngorili kontrol
gerileyen ufuklu kontrol
gerileyen ufuklu planlama
goémili optimizasyon
gercek-zamanli optimizasyon

dinamik optimizasyon

model predictive control
predictive control
model-based predictive control
receding horizon control
receding horizon planning
embedded optimization
real-time optimization

dynamic optimization



Alt Bolim 3

Kaynaklar (opsiyonel)



Kaynaklar - Ders kitaplan

» fFeedback Systems: An Introduction for Scientists and
Engineers, Karl J. Astrém, Richard M. Murray (durum
uzayinda modelleme, analiz ve kontrol konulari i¢in bu
kitaptaki 1. Bolim'den 7. Boliim'e kadar olan kisimlara
bakilabilir) (kitabin internet sitesinde ek materyaller ve
programlama 6rnekleri bulunabilir)

» Supplement: Optimization-Based Control. Richard M.
Murray (optimal kontrol konusu i¢in bu kitaptaki 3.
boliime, optimal kestirme konusu icin 6. bolime, MPC
konusu iginse 4. bolime bakilabilir)

» Model Predictive Control: Theory, Computation, and
Design, James B. Rawlings, David Q. Mayne, Moritz M.
Diehl (MPC konusu icin bu kitaptaki 1. ve 2. bélimlere
bakilabilir) (kitabin internet sitesinde ek materyaller ve
programlama 6rnekleri bulunabilir)


http://www.cds.caltech.edu/~murray/books/AM08/pdf/fbs-public_24Jul2020.pdf
http://www.cds.caltech.edu/~murray/books/AM08/pdf/fbs-public_24Jul2020.pdf
https://fbswiki.org/wiki/index.php/Feedback_Systems:_An_Introduction_for_Scientists_and_Engineers
http://www.cds.caltech.edu/~murray/books/AM08/pdf/obc-complete_23Feb2022.pdf
https://sites.engineering.ucsb.edu/~jbraw/mpc/MPC-book-2nd-edition-4th-printing.pdf
https://sites.engineering.ucsb.edu/~jbraw/mpc/MPC-book-2nd-edition-4th-printing.pdf
https://sites.engineering.ucsb.edu/~jbraw/mpc/

Kaynaklar - Ders notlar

» System Analysis and Control (lecture notes), Laurent
Lessard (dinamik modelleme konusu i¢in “Part |: System
modeling” kismindaki ders notlarina bakilabilir)

» Linear Systems (lecture notes), Laurent Lessard (durum
uzayinda modelleme, analiz ve kontrol konulari igin ilgili
ders notlarina bakilabilir)

» Introduction to Optimization (lecture notes), Laurent
Lessard (optimizasyon konusu icin ilgili ders notlarina
bakilabilir)

» Advanced Control Engineering (lecture notes), Laurent
Lessard (optimal kontrol ve kestirme konulari icin “Part |I:
Optimal estimation and control” kismindaki, optimizasyon
ve MPC konulari icinise “Part Ill: Constrained and robust
control” kismindaki ilgili ders notlarina bakilabilir)


https://laurentlessard.com/teaching/4555-system-analysis-and-control/
https://laurentlessard.com/teaching/717-linear-systems/
https://laurentlessard.com/teaching/524-intro-to-optimization/
https://laurentlessard.com/teaching/7247-advanced-control-engineering/

Kaynaklar - Ek ders kitaplan

>

>

Linear Algebra, Jim Hefferon (dogrusal cebir)

Introduction to Applied Linear Algebra — Vectors, Matrices,
and Least Squares, Stephen Boyd, Lieven Vandenberghe
(uygulamali dogrusal cebir)

Convex Optimization, Stephen Boyd, Lieven Vandenberghe
(disbiikey optimizasyon)

Algorithms for Optimization, Mykel J. Kochenderfer, Tim A.
Wheeler (optimizasyon algoritmalari)

Information Theory, Inference, and Learning Algorithms,
David J.C. MacKay (uygulamali istatistik)

Mathematics for Machine Learning, Marc P. Deisenroth, A.
Aldo Faisal, Cheng Soon Ong (temel uygulamali matematik
konulari, makina 6grenmesi)


https://joshua.smcvt.edu/linearalgebra/book.pdf
https://web.stanford.edu/~boyd/vmls/vmls.pdf
https://web.stanford.edu/~boyd/vmls/vmls.pdf
https://web.stanford.edu/~boyd/cvxbook/bv_cvxbook.pdf
https://algorithmsbook.com/optimization/files/optimization.pdf
http://www.inference.org.uk/itprnn/book.pdf
https://mml-book.github.io/book/mml-book.pdf

Kaynaklar - internet siteleri

» Control Tutorials for MATLAB and Simulink (dinamik
sistem modelleme, benzetim ve kontrol lizerine konu ve
programlama anlatimh ¢ok sayida 6rnegin bulundugu bir
site)

» Resourcium (kontrol ve otomasyon ile ilgili cok sayida
kaynagn linklerini iceren bir site)

» Alberto Bemporad - Teaching (dinamik sistemler, kontrol
ve optimizasyon Uzerine ¢cok sayida ders materyalinin
bulundugu bir site)

» Systems Control and Optimization Laboratory - Teaching
(dinamik sistemler, kontrol ve optimizasyon (izerine ¢ok
sayida ders materyalinin bulundugu bir site)

» International Federation of Automatic Control - List of
Professional Briefs (dinamik sistemler ve kontrol (izerine
kisa ders kitaplarinin bulundugu bir site)


https://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php?aux=Home
https://resourcium.org/
http://cse.lab.imtlucca.it/~bemporad/teaching.html
https://www.syscop.de/teaching
https://www.ifac-control.org/publications/list-of-professional-briefs
https://www.ifac-control.org/publications/list-of-professional-briefs

Kaynaklar - internet siteleri

>

>

Understanding Model Predictive Control (model 6ngoriili
kontrol ile ilgili konu anlatiml videolar)

IEEE Control Systems Society - Software Resources
(kontrol ve optimizasyonla ilgili agik kaynak yazilimlarin
linklerini iceren bir site)

Brian Douglas (kontrol ve baglantili alanlar ile ilgili konu
anlatimli videolar igeren bir kanal)

Steve Brunton (kontrol ve baglantili alanlar ile ilgili konu
anlatimli videolar iceren bir kanal)

Christopher Lum (kontrol ve baglantili alanlar ile ilgili
konu anlatimli videolar iceren bir kanal)

3BluelBrown (gesitli matematik konulari Gzerine konu
anlatimli gorsellestirmeli videolar iceren bir kanal)
Visually Explained (cesitli matematik konulari Gizerine
konu anlatimli gorsellestirmeli videolar igeren bir kanal)


https://www.youtube.com/watch?v=8U0xiOkDcmw&list=PLn8PRpmsu08ozoeoXgxPSBKLyd4YEHww8&ab_channel=MATLAB
http://computational-aspects.ieeecss.org/tc-computational/software
https://www.youtube.com/user/ControlLectures
https://www.youtube.com/c/Eigensteve
https://www.youtube.com/@ChristopherLum
https://www.youtube.com/c/3blue1brown
https://www.youtube.com/c/BachirElKhadir

Tavsiye edilen kaynaklar

» Ders kitabi: Feedback Systems: An Introduction for
Scientists and Engineers. Karl J. Astrém and Richard M.
Murray

» Ders kitabi (ek): Supplement: Optimization-Based
Control. Richard M. Murray

» Coziimlii sinav sorulan Automatic Control 1&2 (2011)
(exercise collection - past written examinations). Alberto
Bemporad

» Programlama ornekleri: Control Tutorials for
MATLAB® and Simulink®

» Videolar: Brian Douglas, Steve Brunton, 4. sayfadaki
calma listeleri

» Sanal kontrol laboratuvan: janismac Control
Challenges


http://www.cds.caltech.edu/~murray/books/AM08/pdf/fbs-public_24Jul2020.pdf
http://www.cds.caltech.edu/~murray/books/AM08/pdf/fbs-public_24Jul2020.pdf
http://www.cds.caltech.edu/~murray/books/AM08/pdf/obc-complete_23Feb2022.pdf
http://www.cds.caltech.edu/~murray/books/AM08/pdf/obc-complete_23Feb2022.pdf
http://cse.lab.imtlucca.it/~bemporad/automatic_control_course.html
https://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php?aux=Home
https://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php?aux=Home
https://www.youtube.com/user/ControlLectures
https://www.youtube.com/c/Eigensteve
https://janismac.github.io/ControlChallenges/
https://janismac.github.io/ControlChallenges/

Programlama dilleri (kontrol prototipleme)

MATLAB®

GNU Octave

Kaynak: John W. Eaton

Python

Julia

julia

SageMath

& SDOE

Kaynak: The Sage team



https://www.mathworks.com/products/matlab.html
https://www.scilab.org/
https://www.gnu.org/software/octave/
https://en.wikipedia.org/wiki/GNU_Octave#/media/File:Gnu-octave-logo.svg
https://julialang.org/
https://www.python.org/
https://www.sagemath.org/
https://en.wikipedia.org/wiki/SageMath#/media/File:Sage_logo_new.png

Model ongoriilii kontrol yazihm paketleri

» YALMIP (MATLAB®/GNU Octave) (kullanimi kolay, ¢ok
sayida optimizasyon ¢oziicisiinii destekliyor)

» CVX (MATLAB®) (kullanimi kolay, disbiikey analiz
kurallari yaklasimi)

» CasADi (MATLAB®/GNU Octave/Python) (algoritmik
tirev ozelligi var, yiksek basarimli)

» MPCTools (MATLAB®/GNU Octave) (CasADi-tabanli
ancak yazilan kodlar daha sade, yiiksek basarimli)


https://yalmip.github.io/
http://cvxr.com/cvx/
https://web.casadi.org/
https://sites.engineering.ucsb.edu/~jbraw/software/mpctools/index.html

Genel mesleki tavsiyeler

asagidaki konulari ¢ok iyi bilen (ve is koluyla ilgili
yeterli uzmanlik bilgisi olan) bir insan giiniimizde
her lilkede ve (neredeyse) her is kolunda calisabilir

> ingilizce
» uygulamal matematik (dogrusal cebir,
olasilik ve istatistik, optimizasyon)

» bilgisayar bilimi



Dersin konulan ve sektorde arananlar

otomatik kontrolle
ilgili is itanlannda,
"adayda aranan
arellikler” kisminda
gordlen anahtar
kelimeler
Matlab/Simulink
mutlaka dgrenin!

ders tavsiyeleri

machine learning,
deep learning



Kisim |

Durum Uzayinda Modelleme ve
Analiz



Kisim I: Durum Uzayinda Modelleme ve
Analiz

2. Dinamik modelleme
Elektrik sistemler
Mekanik sistemler
Hidrolik sistemler
Termik sistemler
Kimyasal siireg sistemleri
Coklu alanh (multi-domain) sistemler
Durum uzayr modeli
Uygulama &rnekleri

3. Siirekli-zamanli dogrusal sistemler
Dinamik sistemler ve dinamik modeller
Dogrusal diferansiyel denklemler
Dogrusal cebir (hatirlatma)

Stirekli zamanda durum yaniti
Siirekli zamanda kararlilik
Dogrusallastirma

4. Ayrik-zamanl dogrusal sistemler
Dogrusal fark denklemleri
Ayrik zamanda durum yaniti
Ayrik zamanda kararhhk
Ornekleme

5. Sinav sorusu 6rnekleri - Ara sinav



Bolim 2

Dinamik modelleme



Dinamik modelleme - Giris

dinamik modelleme: dinamik sistem davranisinin
matematiksel olarak ifade edilmesi

dinamik sistemlsr

= elektrik

= mekanik

= glektromakanik
= tarmal

= hidralik

o

dinamilk
sl allame

—

dinamik mnodel

= tek degiskenl diferansyval denklem
[ovdindry differeriial eguation )

= kismi diteranshel denklam

[partial differential equation)

> diferansiyel-cabirsel danklem
[dWFerential-lgebraic Sgquation)

o

Dinamik modeller dinamik sistemlerin analizi, benzetimi, ve
kontrolii icin sistem davranisinin temel 6zelliklerini ifade

etmemizi saglar.

Bu derste bazi mihendislik sistemleri icin (tek degiskenli
diferansiyel denklem formunda) dinamik modelleme
yaklasimlarini inceleyecegiz.




Dinamik modelleme - Giris

Bitin modeller yanhstir, ancak bazilari kullanishdir.
George E. P. Box

Kusursuz matematik model yoktur. Modeller uygulamanin
gerektirdigi kadar karmasik olmalidir.

Kontrol icin kurulan dinamik modellerin
» betimleyici (sistemin temel 6zelliklerini ifade edebilir)

» basit (model ne kadar basit olursa, kontrol tasarimi ve
tasarlanan kontrolér de o kadar basit olur)

olmasi gerekir.


https://en.wikipedia.org/wiki/All_models_are_wrong
https://en.wikipedia.org/wiki/George_E._P._Box

Alt Bolim 1

Elektrik sistemler



Direnc

R

o——AAN—

A B

I(t): akim (A)

Va(t): A'daki gerilim (V)
Ve(t): B daki gerilim (V)
;R( ) = Valt) — Va(t)

direni (resistance) (2)

direncin dogrusal modeli (Ohm yasasi):

Vr(t) =

RI(%)

Direng yitirgen (dissipative) elemandir (enerji 1si olarak

kaybolur).


https://en.wikipedia.org/wiki/Electrical_resistance_and_conductance
https://en.wikipedia.org/wiki/Ohm%27s_law

Ohmik ve ohmik-olmayan direngler (H)

ohmik direnc ohmik-olmayan direng
(Ohm yasasina uyar) (Ohm yasasina uymaz)
i & I &
egim=1/H
> >

1 "Illlil 1 "Illl |



Endiiktor

L
(& Y o

A B

I(t): akim (A)

Va(t): A'daki gerilim (V)
Vg(t): B'daki gerilim (V)
Vi(t) = Va(t) — Va(t)
L: endiktans (H)

endiktorin dogrusal modeli (Faraday yasasi):

LI(t) =

Vi (t)

Endiiktor manyetik alanda enerji biriktirir (E(t) = 3 LI*(t)).


https://en.wikipedia.org/wiki/Inductor
https://en.wikipedia.org/wiki/Faraday%27s_law_of_induction

Kapasitor

" I(t): akim (A)
C’ Va(t): A'daki gerilim (V)
o | | N Ve(t): B daki gerilim (V)
I = Vo(t) £ Va(t) — Va(t)
A B C' kapasitans (F)

kapasitoriin dogrusal modeli (Kirchhoff'un akim yasasi):

I(t) = CVo(t)

Kapasitor elektrik alanda enerji biriktirir (E(t) = CV2(t)).


https://en.wikipedia.org/wiki/Capacitor
https://en.wikipedia.org/wiki/Kirchhoff%27s_circuit_laws

RLC devresi (1/2)

I(t): akim (A)

V'(t): uygulanan gerilim (V)
R: direni ()

L: endiktans (H)

C': kapasitans (F)

(t) = RI(t)  Va(t) — Vp(t) = LI(1)
(t)dt  V(t) = Va(t) — Va(t)

bu denklemleri tek denklemde toplarsak

V(t) = LI(t) + RI(t C/I

seklinde RLC devresinin dogrusal modelini elde ederiz.


https://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php?aux=Activities_LRCcircuitA

RLC devresi (2/2)

Bulunan model su sekilde diferansiyel denklem haline
getirilebilir: Kapasitoriin tstiindeki gerilim distsiine V()
diyelim (Vo(t) £ Vp(t) — Vo(1)).

Va(t) = é [1tae 1) = CTe()

Buradan da RLC devresinin dogrusal modelini bir baglasik

(coupled) diferansiyel denklem takimi olarak elde ederiz:

LI(t) + RI(t) + Vo(t)

<

—~
S~

SN——
I



https://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php?aux=Activities_LRCcircuitA

Devrelerin davranisini belirleyen iki kural

Kirchhoff'un akim yasasi
Herhangi bir dugime (junction) giren

ve ¢ikan akimlarin toplamlari esittir.

L+I3=01+1

Kirchhoff’un gerilim yasasi
Herhangi bir dongi (loop) etrafindaki

gerilim disuslerinin toplami sifirdir.

AVI + AV + AV + AV, =0



https://en.wikipedia.org/wiki/Kirchhoff%27s_circuit_laws
https://en.wikipedia.org/wiki/Kirchhoff%27s_circuit_laws

Sinav sorusu ornegi

Asagida, parametreleri sirasiyla R, L ve C olan direng,
endiktor ve kapasitorden olusan bir RLC devresinin semasi
verilmistir.

T
I(t)(T) =7

R

Devreye ideal bir akim kaynagindan saglanan akim I(t) ile
gosterilmistir (not: ideal akim kaynaginin devreye sagladig
akim, kaynagin tzerindeki gerilim dustsinden bagimsizdir).
Kapasitor tzerindeki gerilim disisine Vi (), endiktor
uzerindeki akima I (¢) diyelim. Devrenin dinamik modelini,
Ve (t) ve IL(t)'nin dinamiklerini ifade edecek sekilde
olusturunuz.



Sinav sorusu ornegi - Coziim

Kapasitor tzerindeki akima I(¢) diyelim. Kirchhoff'un akim
yasasindan I(t) = I (t) + Io(t) ve Io(t) = CVi(t) yazabiliriz.
Buradan Vo (t) = (1/C)Io(t) = (1/C)I(t) — (1/C)IL(1)
yazarak V¢ (t)'nin dinamiklerini elde ederiz. Direncin ve
endiiktoriin Gzerindeki gerilim diistislerine sirasiyla V(t) ve
Vi(t) diyelim. Ohm yasasindan Vy(t) = RI.(t), Faraday
yasasindan Vi (t) = LI (t) yazabiliriz. Sag taraftaki dongii icin
Kirchhoff'un gerilim yasasindan

Ve(t) = Vi(t) + Va(t) = LIL(t) + RIL(t) yazabiliriz.

Buradan da I;(t) = (1/L)Ve(t) — (R/L)IL(t) yazarak
I,(t)'nin dinamiklerini elde ederiz. Sonug olarak RLC
devresinin dinamik modeli (V(t) ve IL(t)'nin dinamikleri)

Ve(t) = (1/O) () = (1/C)IL(t)
I1(t) = (1/L)Ve(t) — (R/L)LL(t)

olarak elde edilir.



Alt Bolim 2

Mekanik sistemler



Kati cisim

G-l'ﬂl F(t): uygulanan kuvvet (N)
F q(t): A'min konumu (m)
_.1,1"- —— M: cismin kutlesi (kg)

cismin dogrusal modeli (Newton'un 2. yasasi):

Flt) = Md(t)

Cisim harekette enerji biriktirir (E(t) = S M¢*(t)).


https://en.wikipedia.org/wiki/Newton%27s_laws_of_motion

Yay (bir ucu serbest)

K F(t): uygulanan kuvvet (N)
F q(t): A'nin konumu (m)
A K yay sabiti (N/m)

yayin dogrusal modeli (Hooke yasasi):

F(t) = Kq(t)

Not: ¢(t) yayin durgun (rest) konumundan él¢ilir (durgun
konumda ¢(t) = 0).

Yay sekil degistirmede enerji biriktirir (E(t) = 1 Kq?(t)).


https://en.wikipedia.org/wiki/Spring_(device)
https://en.wikipedia.org/wiki/Hooke%27s_law

Yayin yerdegistirme-kuvvet karakteristigi

A i ;
| F'4 efim = R
if :
1 | q 5 ff
4 ANl ; oL~
7 Fp=0 4 .
fj (o =0 ' 3 i
i3 F

Fy



Yay (iki ucu serbest)

) F(t): uygulanan kuvvet (N)
K qa(t): A'nin konumu (m)
q(t

F \ A F 5(t): B'nin konumu (m)
A K yay sabiti (N/m)

yayin dogrusal modeli (Hooke yasasi):

F(t) = K (¢8(t) — qa(t))

biriken enerji: E(t) = %K(QB(t) —qa(t))?



https://en.wikipedia.org/wiki/Spring_(device)
https://en.wikipedia.org/wiki/Hooke%27s_law

Damper (bir ucu serbest)

D F F(t): uygulanan kuvvet (N)
" q(t): A'nin konumu (m)
ﬂ D: s6nim katsayisi (Ns/m)

damperin dogrusal modeli (viskoz siirtinme):

F(t) = Dq(t)

Damper yitirgen elemandir (enerji 1si olarak kaybolur).


https://en.wikipedia.org/wiki/Dashpot
https://en.wikipedia.org/wiki/Friction

Damper (iki ucu serbest)

F(t): uygulanan kuvvet (N)

ja i} r qa(t): A'min konumu (m)
= T [=° g gp(t): B'nin konumu (m)
A Y- B D: séniim katsayisi (N's/m)

damperin dogrusal modeli (viskoz siirtiinme):

F(t) = D (4s(t) — ¢a(?))



https://en.wikipedia.org/wiki/Dashpot
https://en.wikipedia.org/wiki/Friction

Kiitle-yay-damper sistemi

F(t): uygulanan kuvvet (N)
q(t): A'min konumu (m)
F M: cismin kitlesi (kg)
M = K yay sabiti (N/m)
D: séniim katsayisi (N's/m)

N .

i) |

|

=y | £ Newton'un 2. yasasi:
. M
g |

| F(t) — Dq(t) — Kq(t) = M{(t)

serbest cisim
diyagrami


https://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php?example=Introduction&section=SystemModeling#5
https://en.wikipedia.org/wiki/Newton%27s_laws_of_motion

Sinav sorusu ornegi

Asagida bir kiitle-yay-damper sisteminin semasi verilmistir. M;
ve M, cisimlerin kiitleleri, Ky, Ky ve K3 yay sabitleri, D ise
soniim katsayisidir. ¢;(t) ve ¢a(t) sirastyla A ve B noktalarinin
yatay eksendeki konumlarini, Fi(t) ve Fy(t) ise cisimlere
uygulanan kuvvetleri ifade etmektedir.

qgilt), qalt),
% '-':- |r
K ; Fi(t) Bti;{ )

. Ky Ky
N B b

Sistemin dinamik modelini olusturunuz.



Kati cisim (donme hareketi)

i i " — ! T'(t): uygulanan tork (N m)
T T 0(t): agisal konum (rad)
v R R J: eylemsizlik momenti (kgm?)
)

cismin dogrusal modeli (Newton'un 2. yasasi):

T(t) = JO(t)

Cisim harekette enerji biriktirir (E(t) = 1.J62(t)).

— 2


https://en.wikipedia.org/wiki/Newton%27s_laws_of_motion

Yay (iki ucu serbest) (donme hareketi)

) =4, T(t): uygulanan tork (Nm)
a2 TR Oa(t): A'min agisal konumu (rad)
I_..{,j:'h.““ Ha ':__{.r.” | ]./),' | Og(t): B'nin agisal konumu (rad)
L?fali.i,.!_ ;Jm:‘_-:_-_’_f" «: yay sabiti (N/m)

yayin dogrusal modeli (Hooke yasasi):

T(t) = o (0a(t) — 0s(1))

Not: Oa(t) ve 6g(t) yayin durgun konumundan 6l¢iilir (durgun
konumda 0a(t) = 0 ve 0g(t) = 0).

Yay sekil degistirmede enerji biriktirir (E(t) = 306°(t)).


https://en.wikipedia.org/wiki/Hooke%27s_law

Damper (iki ucu serbest) (donme hareketi)

'-:_3 ) T'(t): uygulanan tork (N m)
) Nk I,r“’;f_}'f" ¥ Oa(t): A'nin agisal konumu (rad)
L= '] Og(t): B'nin agisal konumu (rad)
ﬁf; _;k:_“-—-“jf" [: soniim katsayisi (Nms)
o LT L] e S,

damperin dogrusal modeli (viskoz siirtiinme):

F(t) = B (6a(t) — 0s(t))

Damper yitirgen elemandir (enerji 1si olarak kaybolur).



https://en.wikipedia.org/wiki/Friction

Quadrotor (2D) (H)

Fr(t), Fr(t): motor itkisi (thrust) (N)
o Faft] F(t): motorun olusturdugu kuvvet (N)
' . % . T(t): motorun olusturdugu tork (N m)
: e ;’;ﬁ y(t)/z(t): yatay/disey konum (m)
"LL" &% <y 0(t): agisal konum (rad)
. XA L: eksen acikhgi (m), M: kitle (kg)
R T J: eylemsizlik momenti (kgm?)
4 g: yer cekimi ivmesi (m/s?)
F(] Newton'un 2. yasasi:
Bl —F(t)sin(0(t)) = Mi(t)
: F(t)cos(0(t)) — Mg = Mz(t)
F(t) = Fg(t) + FL(1),
T(t) = (Fr(t) — FL(t))L

Mg ®)


https://cookierobotics.com/052/
https://en.wikipedia.org/wiki/Newton%27s_laws_of_motion

Alt Bolim 3

Hidrolik sistemler



Bir tankh sistem

()

= h(t): su seviyesi (m)

. Qg(t): giren debi (m?/s)
Qc(t): ¢ikan debi (m?/s)
A: taban alani (m?)

a: delik alani (m?)

g: yer cekimi ivmesi (m/s?)

(I
Qc(?)
kiitle (hacim) dengesi:
Ah(t) = Qg(t) — Qs(t)
Torricelli yasasi: Q(t) = ay/2gh(t)



https://en.wikipedia.org/wiki/Torricelli%27s_law

Iki tankh sistem

hi(t), ha(t): su seviyesi (m)
Q1¢(t), Qag(t): giren debi (m?/s)
Q1.c(t), Qa.(t): cikan debi (m?3/s)
Ay, Ay: taban alani (m?)

a1, as: delik alani (m?)

g: yer cekimi ivmesi (m/s?)

kiitle (hacim) dengesi:

Alhl(t) = Ql,g(t) - Ql,c(t)
A252(t) = Qag(t) + Qre(t) — Qac(t)

Torricelli yasasi: Q1 c(t) = a11/2ghy(t)
Q2(t) = azy/2ghs(t)



https://en.wikipedia.org/wiki/Torricelli%27s_law

Dort tankh sistem* (H)

t=1,...,4 su tanki indisi
! hi(t): su seviyesi (m)

'Ii'“" Aj;: taban alani (m?)

IIII|
i+ [—-{-'.: a;: delik alani (m?)
fy k1, ko: pompa sabitleri (m?3/Vs)

I:||l,__I
1 T ;» 71, 72: vana katsayilan (—)
: ' : g: yer cekimi ivmesi (m/s?)
Alhl(t) = —a +
Aghg(t) = —a24/ 29h2(t) +
Aghg(t) = —aszy/ 2gh3(t) +
+

A4h4(t) = —a4 29h4(t)

e

ik (t)

+
ag\/2gha(t) + Yokoua(t)

4Karl Henrik Johansson. “The quadruple-tank process: A multivariable laboratory
process with an adjustable zero”. In: |EEE Transactions on Control Systems
Technology 8.3 (2000), pp. 456—465.



Alt Bolim 4

Termik sistemler



Iki cisimli termik sistem

Ti(t), C1 Talt), Cs

Ti(t), To(t): sicaklik (K)
C1, Cy:si sigasi (J/K)

kia: 151 gegis katsayisi (J/K)
©12(t): 151 akisi (W)

kg

enerji dengesi (1): C1T1(t) = —p12(t)
enerji dengesi (2): CoTh(t) = @1(t)
151 gecis denklemi: @i9(t) = ki2(T1(t) — To(t))




Giines kolektorii®

Tl(t), Tg(t), T()Z sicaklik (K)
C1, Cy: st sigast (J/K)

k1o, k21: 151 gegis katsayisi (J/K)
p10(t), @21(t): 151 akisi (W)
u(t): kolektdr giicii (W)

enerji dengesi (1): C1T3(t) = —@10(t) + @2 (t)
enerji dengesi (2): CoTy(t) = — o1 () + u(t)

1si gecis denklemleri:

p10(t) = k1o(T1(t) — To)
P (t) = kar (To(t) — T1(t))

Skaynak: Automatic Control 1&2 (ders slaytlar), Alberto Bemporad, IMT Lucca


http://cse.lab.imtlucca.it/~bemporad/automatic_control_course.html

Alt Bolim 5

Kimyasal stirec sistemleri



Siirekli-akish kanstirmali-tank reaktér® (H)

tepkime: A — B
tepkime hizi = k,c4(t)
k.. tepkime hiz sabiti (1/s)
calt), ca(t)/es(t): A'nin/B'nin
;"-'I.i' |: ] molar derisimi (mol/L)
Q(t): malzeme akisi (L/s)
car/cgr: A'nin/B’nin besleme
{2“]' deJrciéimif(mol/L;

Vg: reaktor hacmi (L)

Q1)

CAfr |
cgf |

=

Vi

malzeme dengesi (A): ¢a(t) = C%/(}?(CM —ca(t)) — kpea(t)
malzeme dengesi (B): ¢p(t) = QV(I? (cgr —cp(t)) + krca(t)

5Moritz Diehl, Rishi Amrit, and James B Rawlings. “A Lyapunov function for
economic optimizing model predictive control”. In: |[EEE Transactions on Automatic
Control 56.3 (2010), pp. 703-707. URL:
https://ieeexplore.ieee.org/stamp/stamp. jsp?tp=&arnumber=5672577.


https://ieeexplore.ieee.org/stamp/stamp.jsp?tp=&arnumber=5672577

Alt Bolim 6

Coklu alanli (multi-domain) sistemler



DC motor (elektromekanik sistem)

0(t): motor mili agisal konumu (rad)
T'(t): motorun drettigi tork (N m)
R _|I_ I(t)/V (t): armatir akimi/gerilimi (A)/(V)
Vi ey 4 _,l' |' ) e(t): zit elektromotor kuvvet (EMK) (V)
| _"_ L R: diren¢ (2)  L: endiiktans (H)
-"'i Tiepy | _"l—l.—'l_ | l|'| J: rotor eylemsizlik momenti (kgm?)
= B: motor sénimleme katsayisi (Nms)
| [ELE) _|” I Kr: motor tork sabiti (Nm/A)

Kp: EMK sabiti (Vs/rad)
JO(t) = T(t) — B6(t)
V(t) = RI(t)+ LI(t) +e(t)

tork-akim denklemi: T'(t) = KrI(t) '
zit EMK-agisal hiz denklemi: e(t) = Kg0(t)
not: Kt = Kg (enerji korunumu)



https://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php?example=MotorSpeed&section=SystemModeling

Su isiticisi (termohidrolik sistem) (H)

¢(t): giren debi (kg/s)

M (t): tanktaki su kiitlesi (kg)
(
(t): cikan debi (kg/s)
t
t

Qg(t
Q.1
T(t): tanktaki su sicakligi (K)
Ty(t): giren su sicakhgi (K)
P(t): sitict giict (W)

C'": suyun kitlesel 1si sigasi

(J/ (kg K))

kiitle dengesi: M (t) =

enerji dengesi: T'(t) =




Alt Bolim 7

Durum uzayi modeli



Durum uzayir modeli
n boyutlu, m girisli, ¢ cikish dif. denklem sistemi

x(t) = Azx(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)
durum giris cikis
vektori: vektori: vektori: Rudolf E.
z(t) € R® u(t) € R™ y(t) e RY Kalmén
(1930-2016)
1(t) u (t) yi(t)
To(t U (t t
T (t) U (1) Yq(t)
t € R : sirekli zaman
A e R™™ : durum matrisi C € R?™ : cikis matrisi

B € R™™ : giris matrisi D € R?*™ : ileri besleme matrisi



Durum degiskenlerinin secimi

pratik kural: durum degiskenlerinin sayisi
= enerji depolayabilen elemanlarin sayisi

| sistem tiirii | eleman | enerji | durum
clektrik endi]k'tér pot. manye.tik ene”rji:I%LIQ2 ak'lr.n
kapasitor | pot. elektrik enerji: ;CVi5 | gerilim

mekanik kitle kinetik enerji: %M(f hiz
(6telenme) yay pot. elastik enerji: 2 K¢? konum

mekanik kiitle kinetik enerji: 5.6 hiz
(dénme) yay pot. elastik enerji: Laqg? konum
hidrolik su tanki | pot. yercekimsel enerji: mgh | seviye
termal isil cisim ic enerji: CT sicaklik

Durum degiskenlerinin secimi secilen ¢ikis degiskenlerine de baghdir.




V(t) = LI(t) + RI(t) + Vo(t)

fli |

‘B =
b1 QO
© I
) =
- ~
o

[}
9]
°

= ]

m iy
& sl L
N ;

=

S

} .

S
()

= V(1)

Y1 (1)

= Ve(t)

T (t)

x(t) = 1(t)




Durum uzayi modeli - KYD sistemi

- 98] e




EEM314 dersi ile baglanti

Ornek: Transfer fonksiyonundan durum uzayina gecis

Y(s) by

U(s) 24 a1s+ ag

(s +ars+a0)Y(s) =boU(s)  L{f()} = sL{f()}
§(t) + a1y(t) + aoy(t) = bou(t)

mi(t) S y(t) wa(t) = §(t)

T1(t) = xo(t)  22(t) = —apz1(t) — arza(t) + bou(t)

(] = o ) 260

( ) I(t) 5

G(s) =



Alt Bolim 8

Uygulama ornekleri



Hidroelektrik giic vadisi’

"kaynak: Nonlinear MPC and distributed multiple shooting method (2/2), M. Diehl


https://www.youtube.com/watch?v=VzH537tEplM&t

Otonom arag konvoyu (platoon)?

: Wireless Communication Netwok
T LLCLT T T s R RO

SO TCADD
i T Y 14
oo .o

o

iaddim | LEN L T

8kaynak: Freight transport using automated truck platoons, K.H. Johansson


https://www.youtube.com/watch?v=8k85FDM_PDc

Akill elektrik aglar’®

” | L M g /, -||:n|.rmsm-'|-|l:ri-d

—
PP H IT|||'\-'|r|1'-' I

T

9kaynak: Fast proximal algorithms for nonconvex and large-scale optimization, P.
Patrinos


https://www.youtube.com/watch?v=nsy3bvKb-w4

Su temin aglan®

= - - Yy = - e -
LE e i 3 -F L %
ll-i ey 1= Taa
: B R | u : -L'f- “:.Idu-_--. L.!,,:I 1 "_ __
--. . - g ?..-. ."._.'..I-.—-.-._,.
- . e o e g = | - ] -+"“: -
|4 Bt g T WL e
. el ) A LT e e o
T _— - i — ai B i
& = 1 ! -__ -\1-“' I‘\:JT = . T'"
‘ h.-. i i..,-,._l_‘l—_.- et ] | ,- iy —
| I = - e mpe e r
- - - - _ R e | 1 '
— -I- - = ] " . % | = ey s * —
@ F i Tia - mai ®y o L] |8
L = . - -
— ‘-‘--. - 4 - i A o
- L

10Ajay Kumar Sampathirao et al. “GPU-accelerated stochastic predictive control of
drinking water networks”. In: |[EEE Transactions on Control Systems Technology 26.2

(2017), pp. 551-562.



Karayolu trafigi aglan'!

.._!:I._.!.lfll vt E] _',_._u._“IZ'IZ

Ykaynak: Efficient model-based control methods for urban & freeway traffic
networks, B. de Schutter

Flirer



https://www.youtube.com/watch?v=Gkop3B7p_8Y
https://www.youtube.com/watch?v=Gkop3B7p_8Y

Bolim 3

Surekli-zamanlh dogrusal sistemler



Alt Bolim 1

Dinamik sistemler ve dinamik modeller



Dinamik sistemler

» Dinamik sistem, bir veya birden fazla cisimden olusan,
davranisi zaman iginde (ve muhtemelen harici etkiler
altinda) gergeklesen yapidir.

» Dinamik sistemlere ornekler: Tasitlar, robotlar, elektrik
devreleri, canli popilasyonlari, altyapi aglar vb.

» Sistemin davranisinin gerceklesme sekline sistemin
dinamigi (dynamics) denir.

» Bir sistemin dinamik modeli (dynamical model), sistemin
davranisinin zaman iginde, genellikle harici etkiler altinda,
nasil gerceklestigini aciklayan matematiksel cisimlerdir
(genellikle diferansiyel denklem).

» Bir dinamik sistemle ilgili sorulabilecek temel sorular:

— Sistemi anlamak (“X ve Y birbirini nasil etkiler?”)

— Benzetim (“Z etkisini sisteme uygularsam ne olur?")

— Tasarim (“Sistemin istedigim sekilde davranmasini nasil
saglarm?”)



Dinamik sistemlere 6rnekler (1/2)

hidrolik sistemler

kimyasal siirec
Qg (f) sistemleri

elektrik sistemler

s

a
Qc(?)

mekanik sistemler termik sistemler elektromekanik

Ti(t), C1 Ta(t), Cy

sistemler
L

Hfﬂ""“”' ‘_\ & A0
:_+| (T ¥ )44
L= Te® 81




Dinamik sistemlere drnekler (2/2)

tasitlar elektrikli/elektronik altyapi aglan
cihazlar

- Rl

ulasim sistemleri kimyasal tesisler




Dinamik modeller

» Dinamik sistem (izerinde yapilan deneylerle sistemle ilgili
sorulara yanit verilebilir, ancak bu amagla deney yapmanin
bazi sakincalari vardir:

— ¢ok pahali olabilir (6rnek: uzay mekigi firlatmak)

— cok tehlikeli olabilir (6rnek: niikleer santral)

— imkansiz olabilir (sistem heniiz mevcut degil)

» Buna karsilik, dinamik modellerle

— sistemde gerceklesen temel davranislar ifade edebiliriz
(6rnek: Newton yasasi cisme uygulanan kuvvet ivme
olusturur)

— sistemi analiz edebiliriz (dinamik degiskenler arasindaki
iliskileri inceleyebiliriz)

— sistemin belirli sartlar ve etkiler altinda nasil davrandigini
benzetim (similasyon) ve 6ngorii olarak hesaplayabiliriz
(analitik formda, veya bilgisayar ile)



Dinamik modeller

» Dinamik model lizerinde ¢calismak, gercek sistem Uzerinde
deney yapmaya kiyasla ¢ok diisiik maliyetlidir (sadece
matematiksel distinme, kagit Gzerinde yazma/hesaplama
ve bilgisayar programlama gerektirir)

» Bununla birlikte sistemin benzetimi (veya dinamik model
yardimiyla olusturulmus diger ¢ikarimlar) dinamik model
gercek sisteme ne kadar yakinsa ancak o kadar iyi olabilir

» Dinamik modellemede birbiriyle celisen amaclar:

— Model, sistemin temel davranisini ifade edebilecek
seviyede betimleyici (descriptive) olmali

— Model, sistemin analizine (ve bun bagli benzetim,
kontrol tasarimi vb. islere) mimkin kilacak seviyede
basit (simple) olmali



Uygulamada dinamik modelleme prosediirii

parameatrilk

dinarnik

dinamik
miadel

madellame |
Sishem
tamarma
¥ -
denayle veri e sayisal
toplama dinamik
mcchel
miodeal
necersiz riodel
gecer]eme

ke
gecerli

madel-tabanh
mishendislik
{planlama,
durum kestirme,
geribeslemeal
kantrol vb.)




Alt Bolim 2

Dogrusal diferansiyel denklemler



Dogrusal diferansiyel denklemler

bir boyutlu tek degiskenli diferansiyel denklem

(t) = ax(t) x(0) = xg
2 dz

z eR teR a€R [ ——
dt

zo € R

z(0) = 1 i¢in durum yoriingesi

denklemin ¢oziimii:
x(t) = e™xq




Dogrusal diferansiyel denklemler

bir boyutlu, bir girisli tek degiskenli diferansiyel denklem

() = az(t) + bu(t) x(0) = z¢
reR teR a,beR u€eR o €R

girig yoriingesi

denklemin ¢ozimii:
=05
at s
x(t) = e%xy ... 0 ‘
—— 0 5 10 15 20
dogal ¢éziim t

z(0) =1 i¢in durum yoriingesi

t
+ / Dby (7)dr 2 ‘ ‘ :
0 S
w1 1
zorlanmis ¢bziim . 0¥ 6— 1
0 5 10 15 20
t




Siirekli-zamanh dogrusal (SZD) sistemler

n boyutlu, m girisli, ¢ cikish tek degiskenli
diferansiyel denklem

o

.

e

&(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

durum uzayr modeli {

durum giris cikis
vektori: vektoru: vektori: Rudolf E.
z(t) e R? u(t) e R™ y(t) € R? Kalman
(1930-2016)
x1(t) uy () (1)
Ta(l U (t t
2(#) A 2() u(t) 2 2:() y(t) N ?/2()
T (t) U (1) Ya(t)
t € R : sirekli zaman
A € R™" : durum matrisi C' € R : ¢ikis matrisi

B € R™™ : giris matrisi D € R?7*™ : ileri besleme matrisi



n. derece diferansiyel denklem

"y + "y + + a1y + 0
a/ni —— .« .. a f—
qn L1 1Y + aoy
xéyxé% T éidn_ly
1 5 L2 dt g+ dtnil
n adet 1. derece dif. denklem: i = Ax
iy = 24 0 1 0
iy = Is 0 0 1
A= :
‘ 0O 0 O
Tp = —QpT1+ ... — Ap_1Ty —p —Q1 —Qg . .. — Q1
ornek: y+2y+3y=0 . 0 1
a . T3 2|7
T =Y, T2=Y




Sinav sorusu ornegi

Asagida armatiir kontrolli bir dogru akim motorunun semasi
verilmistir.
B L

Py ML B Iit)

@ (reys (S )9)
[ Telt) 'J-"Jl.'l
R ve L direnc ve endiiktor elemanlarinin parametreleri, 5
sonim katsayisi, J rotor eylemsizlik momenti, K ise motor
sabitidir (K = Ky = Kg). Sistemin durumu
. T

z(t) = [9(75) I(t)} , girisi u(t) = V(t), parametreleri ise

=L =0 =J = K =1 olarak verilsin. Verilenlerle olusan
durum uzayr modelini su sekilde yazabiliriz:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

Durum matrisi A'yi ve giris matrisi B'yi bulunuz.



Alt Bolim 3

Dogrusal cebir (hatirlatma)



Dogrusal cebir (hatirlatma)

n boyutlu kare matris: n boyutlu birim matris:
A e R I e R™"
ay; Qg ... Qip 1 0 . 0
Ao a?1 a?Q .. a?n I 0 1 .- 0
Ap1 Gp2 .. a,.m 00 ... 1

A’'nin karakteristik denklemi:

det(A\] — A) =0

A'nin karakteristik polinomu:

P\ =det(M — A) = X"+ ap,, A"+ 4+ o)+ ag




Dogrusal cebir (hatirlatma)

A € R™™nin Ozdegerleri, karakteristik polinomunun
A1, Agy ..oy Ay ile gosterilen kokleridir:

det(\I — A) =0, i=1,2,...,n

A € R™ ™' nin ézvektorleri Av; = Ny; (i = 1,...,n) ifadesini
saglayan v; € R"™ formundaki vektorlerdir.

A € R™™ nin diyagonallestirilmesi:

A O 0
0 XN ... O

A2 | _2 _ | =TrAT Té{yl Vg ... Vn}
0 0 A

(not: her matris diyagonallestirilebilir degildir)




Dogrusal cebir (hatirlatma)

Matris eksponansiyeli, kare matrisler icin
A_ 1o
k=0

seklinde tanimlanan bir matris fonksiyonudur.

2 boyutlu kare matrisin determinanti:

a b a b
A= [c d] det(A) = . d' = ad — be
2. derece denklem ve coziimi:
—p 2
2’ +pr+q=0 r=—=x4/"7—q¢q




Dogrusal cebir (hatirlatma)
Ornek:

A= [_3 ﬂ matrisinin 6zdegerlerini bulunuz.

Coziim:
A0 1 2
v awor -3 0] [4 7]
A=1 0 =2 2
P(A)—‘ 3 )\_4‘—/\ SA+ 10

PA) =M —=5)A+10=0

— A =2.5+1.93655 A =2.5—1.9365)



Alt Bolim 4

Siirekli zamanda durum yaniti



SZD sistemlerde durum yaniti
Asagidaki SZD sistem icin
#(t) = Az(t) + Bu(t)

belirli bir baslangic durumu x(0) = ¢ ve giris yoriingesi
u, VYt € [0, T verildiginde, ¢ € [0,T] igin sistemin durum
yoriingesini analitik olarak su sekilde hesaplayabiliriz

t

x(t) = e +/ eA(t_T)Bu(T)dT
W—/ 0

dogal yanit

zorlanmis yanit

Eger baslangi¢c durumu x(0) = x¢"1 biliyorsak, durum yoriingesini
hesaplamak igin sistemin gecmisteki yoriingelerini (yani, ¢ < 0 icin
x(t) ve u(t)'yi) bilmemiz gerekmez.

Genel olarak, bir dinamik sistemin durumu o sistemin
gecmisini eksiksiz olarak ozetleyen ve gelecekteki hareketini
ongormemizi saglayan degiskenlerin olusturdugu vektordiir.



SZD sistemlerde dogal yanit

#(t) = Ax(t) + Bu(t), 2(0) =z, A € R™"

seklindeki SZD sistem icin u(t) = 0 ve A'nin
kosegenlestirilebilir oldugunu varsayalim.

A=TAT
A0 o0
A2 O )\:2 O Té[yl Vo ... Vn}
00 .. A

(Ai: A'min 6zdegerleri, v;: A'min 6zvektorleri (1 =1, ..., n))



SZD sistemlerde dogal yanit

z(t) = eMay = TeM T 1,
——

(ters cevrilebilen Y icin: "X = YeXY_l)

Mt .. 0
0 et ... 0
P | L
0 0 ... eMt
(€51
Q9 n )
:[Vle’\lt vee2t VneA”t} _ :Zaie’\ltui
: =1
an

SZD bir sistemin dogal yanit
A matrisinin 6zdegerlerine baghdir.




SZD sistemlerde dogal yanit
Ornek 1: Reel 6zdegerler

durum yamit1, z(0) = [11]7

@ (t)
(1)

S——— -0.5 R=3L=C=1

A )‘1 0 — —
AL [0 AJ A = —2.62 Xy =—0.38
N ~[-093 ~[o0.36
r= {”1 ”2} V1= [0.36] Y2 = l—@.%]

ot [-173 162 aem . [-0.62] s
a=T xo_l—l.??, z(t) = | 62| ° Tli62 ¢



SZD sistemlerde dogal yanit
Ornek 2: Karmasik 6zdegerler

durum yamit1, z(0) = [11]7

RLC devresi (R=L=C =1)

A 1

@ (t)
(1)

AL l)(\)l AO} A= 054087 Ay= 05— 0.87]
2

N _ [~0.35+0.615 _ [~0.35 —0.61;
T‘[”l ”2} ”“l 0.71 ] ”2_l 0.71

. 2
_ 0.71 —0.415 .
A 1 _ J— . Azt .
a=T ‘a9 = l0.71 0'41],1 x(t) = ZE:1 o ey,



Alt Bolim 5

Sirekli zamanda kararlilik



Kararlihgin tamm (siirekli zaman)

Asagidaki dogrusal olmayan sistemi

ve bu sistemin z, ile verilen bir denge durumunu ele alalim.
(f(xz4) = 0'yi saglayan noktalara denge durumu denir)

Eger x,'ye yeterince yakin her bir baslangic durumu z(0) igin,
durum yoriingesi x© x4 'nin yakininda kalyorsa, bu denge
durumuna kararh denir. Matematiksel olarak ifade edersek:

Ve>030 >0 [|z(0) —x4| <0 = ||x(t) —zal]| <eVE>0

Eger denge durumu z4 kararliysa ve t — oo igin x(t) — x4 ise,
xq'ye asimptotik kararl denir.

Bunlarin haricindeki durumlarda z,;'ye kararsiz denir.



Kararhlik cesitleri

Ornek: Yer cekimli ortamda siirtiinmeli zeminde top

kararl asimptotik kararh kararsiz
(stirtinme yoksa (strtinme yoksa
kararsiz) marjinal kararli)



Bir boyutlu SZD sistemin kararliligi

Asagidaki bir boyutlu SZD sistemi
(t) = ax(t) + bu(t) x(0) = xg

ele alahim ve u(t) = 0, V¢t > 0 kabul edelim.
Sistemin durum yoriingesi su sekildedir

z(t) = exg

2(0) = 1 igin durum yoriingesi

Denge durumu z4 = O: 5
» a > 0 ise kararsizdrr,
» a <0 ise kararldir,

» a = 0 ise marjinal

kararlidir,
. . . 1 -
» a < 0 ise asimptotik T a<0
0 L
kararhdir. 0 05 1



SZD sistemlerin kararlihg

t(t) = Az(t) + Bu(t) formunda verilen SZD sistemler icin,
sistemin dogal yaniti (t) = e?*x, seklinde oldugundan,
kararlilik ozellikleri yalnizca A matrisine baghdir. Dolayisiyla
SZD sistemler icin (denge durumunun kararliligi yerine)
sistemin kararliligini inceleyebiliriz.

Teorem: i(t) = Ax(t) + Bu(t) (A € R™*") formunda verilen
SZD sistem icin, A matrisinin 6zdegerlerini Ay, Ao, ..., A\,
(m < n) ile gosterelim. Bu sistem
» Eger Re(\;) <0,Vi=1,...,m ise asimptotik kararli,
» Eger Re(\;) <0,Vi=1,...,m ise ve reel kismi 0 olan
tekrarlanmis bir 6zdeger yoksa (marjinal) kararh,
» Eger herhangi bir \; icin Re()\;) > 0 ise kararsizdir.

SZD bir sistemin kararhlik o6zellikleri yalmzca A
matrisinin 6zdegerlerinin reel kismina baghdir.



SZD sistemlerin kararliig

Ornek: RLC devresinin i(0), V.(0) € [~1, 1] icin faz portreleri

faz portresi

o(t)

(marjinal) kararl
denge

z,(t) zy(t)

asimptotik kararh kararsiz
denge denge



SZD sistemlerin kararliig
Ornek 1: RLC devresi (R=3, L=C = 1)

-1 Sl

A
Ozdegerler: \; = —2.62 )Xo = —0.38

Re(A;) <0 (i = {1,2}) = asimptotik kararli

durum yanit1, z(0) = [11]7 faz portresi

zy(t)
ot) 1

0.5

0.5 =
— 0

0 8
-0.5
0.5 R=3,L=C=1 1

R=3L=C=1
0 5 10 15 1005 0 05 1




SZD sistemlerin kararliig
Ornek 2: RLC devresi (R=L =C = 1)

-1 Sl

A
dzdegerler: A = —0.5+ 0.87 Ay = —0.5 — 0.87j

Re(A;) <0 (i = {1,2}) = asimptotik kararli

durum yanit1, z(0) = [11]7 faz portresi

x1(t)
ot) 1




SZD sistemlerin kararliig
Ornek 3: RLC devresi (R=0, L=C =1)

BRI

Ozdegerler: \y =+j Ao =—j

Re(N\;) =0 (i = {1,2}) = (marjinal) kararl

durum yamti, z(0) = [11

faz portresi




SZD sistemlerin kararliig
Ornek 4: RLC devresi (R=—1, L=C = 1)

M

dzdegerler: A1 = 0.5 +0.87j Ao =0.5— 0.87j

Re(A;) > 0 (i = {1,2}) = kararsiz

d t, 2(0) = [11]T £ tresi
5000 urum yanity, (0) = [11] az portresi
zy(t) 1 \
zo(t) /’\
1000 0.5 /\ /
SN ’ / ) /
8
0 0.5 / %
-1 \_//./
1000 BETLE=C=T \ R=—1,L=C=H]
0 5 10 15 -1 -05 0 0.5 1

t Ty (t)



SZD sistemlerin kararlihg

Ornek 5: Boslukta hareket eden cisim

-0 ol

A
Ozdegerler: A1 =0 X =0

Re(A;) = 0 olan tekrarlanmis 6zdeger = kararsiz

durum yanit1, z(0) = [11]¥ faz portresi
15
x1(t) 1
o(t)
10 . 0.5
— 0 ° ° 5] °
8§
5 -0.5
1
0
0 5 10 15 1 05 0 0



Ozdegerler, durum yamiti ve kararlilik

Ermegek rdejre i
[mana| skzmrin sgkirga

PP

e | e
x i ff;;r
r

L |'_'h:H:II'IlI
| nanil skasrm s=handa )

/ fif"““a
i

-

rrea] a [akl
|=aral @ inmninanga o]

— . i i
[,

dzdederierin real Kismi negab®
£=> BSEMPLOLE karasli

Grdaderienin reel kism pozitif
CEE Eararsg

prdedariern real kism) sifir?
<== marjinal kararl



Sinav sorusu ornegi

Surekli-zamanli dogrusal bir sistemin durum uzayir modeli
asagida verilmistir:

B | A R AR

Sistemin kararliligi hakkinda ne séylenebilir?



Alt Bolim 6

Dogrusallastirma



Dogrusallastirma
Asagidaki dogrusal olmayan sistemi
r = [f(z,q)
ve denge cifti (x4, ug)'yi (f(z4,uq) = 0) ele alalim.

Denge ciftinden sapma su sekilde tanimlanabilir

L Y

T=T— Tq U=1U— Ug

Denge cifti etrafindaki SZD modeli su sekilde elde ederiz

=70 — dy = f(Z,0) = f(x + xq,u + uq)
nry

_of of
e (x4, uq) T + %(md,ud) u  (Taylor agilimi)

ES £B




Dogrusallastirma

Ornek: Basit ters sarkac sistemi

J = ;sin(G)mgl — 0

~—~
- .. siirtiinme
yer ¢ekimi

1
J=1 §mgl:1 vy=1




Dogrusallastirma

Ornek: Basit ters sarkac sistemi

A ] S

rEF—1y Tg = [g] (sarkacin asagi yonli konumu)
T . X2
To|  |sin(zy +7) — 19
of o [52 587 0 1
x g—gﬁ STJZ ~ cos(xy +7) —1
af(r)—[ 0 1] _[0 1]
or cos(xy +m) —1 B
of : 0 1
= (%(xd)a: — &= [_1 _1] x  SZD model
A S———

A



Dogrusallastirma

Ornek: Basit ters sarkac sistemi

dogrusal olmayan model SZD model

. T . 0 1
T sin(xy + ) — X9 T 1"

sarkag faz portresi

3

\

:




Lyapunov’un endirekt yontemi

Teorem: Dogrusal olmayan @ = f(x) formunda
bir sistemi ele alalim ve bir denge durumunun

x = 0 oldugunu kabul edelim. Bu sistemin

x = 0'da dogrusallastiriimasiyla elde edilen SZD
model & = Ax olsun (A € R"*"). A matrisinin
6zdegerlerini A1, Ao, ..., Ay (m < n) olarak

. . . . e . Aleksandr M.
gosterelim. & = f(x) sistemi i¢cin = = 0 noktasi: Lyapunov

(1857-1918)

» Eger Re(\;) <0, Vi =1,...,m ise asimptotik
kararhdir,

» Eger herhangi bir \; i¢in Re(\;) > 0 ise kararsizdir,

» Eger Re(\;) <0, Vi=1,...,m ve herhangi bir \; icin
Re(A;) = 0 ise bu yontem kapsaminda kararliliga dair bir
kaniya varilamaz.



Lyapunov’un endirekt yontemi

- [sin(:il) - 5;21

za=|m o]T g‘;:[_ol _11]:13 za =0 O]T a‘::ltl) _11132

Ornek: Basit ters sarkag sistemi

2

A2 =—-05+£0.87j A1 =-1.62 X =0.62
Re(\;) <0 (i ={1,2}) Re(A2) >0
= x4 asimptotik kararli = x4 kararsiz

y sarkag fa7 portres1 (xq = [70]T)

) sarkag faz portresi (z, = [00]”)
Iy




Sinav sorusu ornegi

Dogrusal olmayan ve siirekli-zamanli bir sistemin durum uzayi
modeli asagida verilmistir.

71(t) = Z(t)

To(t) = —asin (Z,(t)) — bIo(t)

Buradaki a € R ve b € R model parametreleridir.
(a) Sistemin denge durumunu bulunuz.

(b) Sistemin bu denge durumu etrafinda dogrusallastirnimasiyla
elde edilen sirekli-zamanl dogrusal durum uzayi modelini
bulunuz.

(c) Sistemin dogrusallastiriimasiyla elde edilen bu durum uzay:
modeli kullanilarak, dogrusal olmayan sistemin kararlilig
hakkinda ne sdylenebilir?



Sinav sorusu ornegi

Dogrusal olmayan ve siirekli-zamanli bir sistemin durum uzayi
modeli asagida verilmistir.

() = pexp (=21(t)) — T2(t)

Buradaki a € R ve b € R model parametreleridir.
(a) Sistemin denge durumunu bulunuz.

(b) Sistemin bu denge durumu etrafinda dogrusallastirnimasiyla
elde edilen siirekli-zamanl dogrusal durum uzayi modelini
bulunuz.

(c) Sistemin dogrusallastiriimasiyla elde edilen bu durum uzayi
modeli kullanilarak, dogrusal olmayan sistemin kararlilig
hakkinda ne sdylenebilir?



Bolim 4

Ayrik-zamanlh dogrusal sistemler



Bilgisayar kontrollii sistem semasi

wlt)
E‘J — ulf)
i S—

teR D/A ve
tutucu

1

uik)
[ LI i (k)
k

wit)
yit) i
t
i
omekleyici | _
ve A/ ked
I s
£ R
- L]

L—.-.’;'

Kaynak: Bjorn Wittenmark, Karl J. Astrém, Karl-Erik Arzén, Computer Control: An Overview (uyarlandi)


https://www.ifac-control.org/publications/list-of-professional-briefs/pb_wittenmark_etal_final.pdf

Alt Bolim 1

Dogrusal fark denklemleri



Dogrusal fark denklemleri

bir boyutlu tek degiskenli fark denklemi

z(k+1) = azx(k) z(0) = x¢
r€R kel aeR xg €R

z(0) = 1 i¢in durum yoriingesi

denklemin ¢ozimii:
z(k) = a*xz




Dogrusal fark denklemleri

bir boyutlu, bir girisli tek degiskenli fark denklemi

z(k +1) = ax(k) + bu(k) z(0) = x¢
reR keZ a,beR u€eR o €R

girig yoriingesi

denklemin ¢ozimii: 1
z(k)= a"zy ...
—— 0

0 5 10 15 20
k

z(0) =1 i¢in durum yoriingesi

k—1
+ > d'bu(k —1—1) 2 | ‘
=0 =1 |_|_|! |
zorlanmis ¢éziim 0 a=050b=1

0 5 10 15 20
k

dogal ¢6ziim




Ayrik-zamanh dogrusal (AZD) sistemler
n boyutlu, m girisli, ¢ ¢cikish tek degiskenli fark denklemi

x(k+1) = Az(k) + Bu(k)

d deli
urum uzay! mode '{ y(k) = Cx(k) + Du(k)

durum giris cikis
vektori: vektori: vektoru:
z(k) € R" u(k) € R™ y(k) € R?
xl(Z) UI(Z) QI(Z)
R v TR b IOORS (o
T (k) U (K) Yq(k)

k € Z : ayrik zaman

A € R™" : durum matrisi C' € R : ¢ikis matrisi
B € R™™ : giris matrisi D € R?*™ : ileri besleme matrisi



Ayrik-zamanh durum uzayr modeli

Ornek: Tedarik zinciri

|'|-.|"| |'|I:h =|'
| uretim
—n

w| k)

k: zaman adimi

I .|'||_|l;'|

|

gk .
satiz
tral k) walk)
1=a-=9
N a

x1(k): ureticideki Griin miktari
xo(k): saticidaki Griin miktari
u(k): dreticinin aldigr ham

madde miktari

giris yoriingesi

0 10 20 30 40
&
2(0) = [1000  0]7 igin durum yériingesi
ot =1 I" ig yoriing
- ! a=06,53=02
il | | Z ol 7=086=01
) L
0

[ R

. saticinin aldigi drlin orani
ureticiye donen defolu Griin orani
saticinin sattigi Grlin orani
dreticinin iskarta Grin orani

2 ®R



n. derece fark denklemi

any(k —n) +an1y(k—n+1)+...+ay(k—1)+yk) =
bpu(k —n) 4+ ...+ biu(k — 1) + bou(k)
n adet 1. derece fark denklemi: z(k+ 1) = Az(k) + Bu(k)

z(k + 1) = z2(k) y(k) = Cz(k) + Du(k)

z(k +2) = z3(k)

0 1 0
: : A= | - . |.B
z(k+n)=—anz1(k) + ... — a1zn(k) + u(k) 0 o ... 1
—Qn —Qnq ... —a1
y(k) =[en .. c1] a(k) + bou(k)
Cnébn_boan C:[Cn"cl}’D:bO



Alt Bolim 2

Ayrik zamanda durum yaniti



AZD sistemlerde durum yaniti

Asagidaki AZD sistem icin
x(k+1) = Az(k) + Bu(k)
belirli bir baslangi¢c durumu x(0) = x ve giris yoriingesi

u, Vk =10, ..., K] verildiginde, k = [0, ..., K] i¢in sistemin
durum yoriingesini analitik olarak su sekilde hesaplayabiliriz

k—1
v(k) = Afzy +3 A'Bu(k—1—1)
~ =0

dogal yanit

zorlanmis yanit

Eger baslangic durumu z(0) = x¢"1 biliyorsak, durum
yoriingesini hesaplamak icin sistemin gecmisteki yoriingelerini
(yani, k < 0 igin z(k) ve u(k)'yi) bilmemiz gerekmez.



AZD sistemlerde dogal yanit

z(k+1) = Az(k) + Bu(k), z(0) = xy, A € R™*"

seklindeki AZD sistem icin, u = 0 ve A'nin kosegenlestirilebilir
oldugunu varsayalim.

A=TAT™
A0 .00
A2 O )\:2 O Té[yl Vo ... Vn}
00 .. A

(Ai: A'min 6zdegerleri, v;: A'min 6zvektorleri (1 =1, ..., n))



AZD sistemlerde dogal yanit

z(k) = Afzg = TA* Tz
———

(ters cevrilebilen Y icin: "X = YeXY’l)

X0 o...0
0 XN ...0
= [Vl Vo ... I/n:| : . . . «
0 0 ... M\
aq
Qo n
= |:V1)\]f VQ)\IS Ce Vn)\ﬁ:| . - Z OZ'LAf;V’L
: i=1
Oy,

AZD bir sistemin dogal yamti (SZD sistemlerde oldugu
gibi) A matrisinin 6zdegerlerine baghdir.




AZD sistemlerde dogal yanit

Ornek 1: Reel 6zdegerler

) AZD durum yamity, z(0) = [11]¥

z1(k)
z2(k)
zi(k+1)] 1015 —0.3| |z1(k) !
:Cg(ki-i—l) 103 0.8 xz(k) .
~—_——
A
1
0 5 10 15
k
S )\1 0 _ —
A= [0 )\2] A =035 X =0.6
N _|—-0.83 _ 1 0.56
TEn w| = [0.561 2= —0.83]
a=T xo—[3.6 x(k) = 9 0.35" + 3 0.6




AZD sistemlerde dogal yanit

Ornek 2: Karmasik 6zdegerler

AZD durum yanity, z(0) = [11]7
zi(k+1)]  [013 —0.53] [a(k)]
wo(k+1)| = 053 0.66 | |z2(k)
0
A
1
0 5 10 15
k
ey

] A1 =0.39+0.465 Ao =0.39—0.467
T2 [Vl VZ} by = [ 0.71

o 0.71
—0.35—0.61j 2=

—0.35+ 0.61;
0.71 + 1.23;

2
_ N
0.71 — 1.23]'] z(k) = ;O‘Ml Vi

aéT_l 0




Alt Bolim 3

Ayrik zamanda kararlilik



Kararlihgin tammm (aynk zaman)

Asagidaki dogrusal olmayan sistemi

w(k+1) = f(x(k))

ve bu sistemin z, ile verilen bir denge durumunu ele alalim.
(f(xq) = x4'yi saglayan noktalara denge durumu denir)

Eger x,'ye yeterince yakin her bir baslangic durumu x(0) igin,
durum yériingesi z(k) x4'nin yakininda kaliyorsa, bu denge
durumuna kararh denir. Matematiksel olarak ifade edersek:

Ve>030 >0 : [|[z(0) — x4/ < — ||z — x4 <€, VE>0

Eger denge durumu x4 kararliysa ve k — oo icin (k) — x4
ise, x4'ye asimptotik kararl denir.

Bunlarin haricindeki durumlarda z,;'ye kararsiz denir.



Bir boyutlu AZD sistemin kararlilhig

Asagidaki bir boyutlu AZD sistemi
z(k+ 1) = azx(k) + bu(k) z(0) = xg

ele alahm ve u(k) = 0, Vk > 0 kabul edelim.
Sistemin durum yoriingesi su sekildedir

Denge durumu z4 = O:

» |a| > 1 ise kararsizdir,

» |a| <1 ise kararldir,

» |a| =1 ise marjinal
kararlidir,

» |a| < 1 ise asimptotik
kararhdir.

k

= a Xy

2(0) = 1 igin durum yoriingesi

0 5 10



AZD sistemlerin kararlihig

z(k + 1) = Az(k) + Bu(k) formunda verilen AZD sistemler
icin, sistemin dogal yaniti z(k) = A*x, seklinde oldugundan,
kararlilhk ozellikleri yalnizca A matrisine baghdir. Dolayisiyla
AZD sistemler icin (denge durumunun kararlilig yerine)
sistemin kararliligini inceleyebiliriz.

Teorem: x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) (A € R™") formunda
verilen AZD sistem icin, A matrisinin 6zdegerlerini
A1y A2,y ooy A (m < n) ile gosterelim. Bu sistem
» Eger |\;| < 1,Vi=1,...,m ise asimptotik kararli,
» Eger |\| <1,Vi=1,...,miseve |\ =1 olan
tekrarlanmis bir 6zdeger yoksa (marjinal) kararl,
» Eger herhangi bir \; icin |\;| > 1 ise kararsizdir.

AZD bir sistemin kararhlik ozellikleri yalmzca A
matrisinin 6zdegerlerinin mutlak degerine baghdir.



AZD sistemlerin kararlihig

Ornek: RLC devresinin i(0), V,(0) € [~1,1] icin faz portreleri

+ _ 10.9553 —0.2955 z 2t = 0.7042 —0.2553 z 2t = 1.2952  —0.3446
0.2955  0.9553 ~10.2553  0.9595 ~10.3446  0.95055

faz portresi faz portresi faz portresi

}

8

(k)

(marjinal) kararl asimptotik kararli kararsiz
denge denge denge




AZD sistemlerin kararlihig
Ornek 1: RLC devresi (R=3, L=C = 1)

z1(k+1)] _ [0.3815 —0.1949] |1 (k)
zo(k+1)| ~ 0.1949  0.9662 | |z2(k)

A
Ozdegerler: A1 = 0.4559 A9 = 0.8917

|Ai] <1 (i={1,2}) = asimptotik kararli

faz portresi

durum yanit1, z(0) = [11]7

= ot o wt —

R=3L=C=1
-1 -05 0 0.5 1




AZD sistemlerin kararlihig
Ornek 2: RLC devresi (R=L =C = 1)

a1 (k+1)]  [0.7042 —0.2553] [ (k)
zo(k+1)| ~ 0.2553  0.9595 | |xo(k)

A
Ozdegerler: A\; = 0.8318 + 0.22115 Ay = 0.8318 — 0.22115

|Ai] <1 (i={1,2}) = asimptotik kararli

durum yanit1, z(0) = [11]7 faz portresi

z1(k)

R=L=C=1

0 10 20 30 40




SZD sistemlerin kararliig
Ornek 3: RLC devresi (R=0, L=C =1)
lxl(k +1) 0.9553 —0.2955] l:cl(k)]

zo(k + 1) 0.2955  0.9553 | |za(k)

A
ozdegerler: A1 = 0.9553 4+ 0.29555 A2 = 0.9553 — 0.29557

|Ail =1 (i ={1,2}) = (marjinal) kararh

durum yanit1, z(0) = [11]7 faz portresi
R=0,L=C=1
1
! 0.5
S
0 &
-0.5
-1 -1
0 10 20 30 40 1




AZD sistemlerin kararlihig
Ornek 4: RLC devresi (R=—1, L=C = 1)
[xl(k +1) 1.2952 —0.3446] l:cl(k:)]

zo(k + 1) 0.3446  0.9505 | |zo(k)

A
O0zdegerler: A\; = 1.1228 + 0.29855 Ao = 1.1228 — 0.2985j5

|Ail > 1 (i ={1,2}) = kararsiz
3000 durum yamti, z(0) = [1 II}T faz portresi \
2000 z k) )

1000

(k)
— ot [=} wt —

-1000

-2000
0 20 40 60 80 -1 -05 0 0.5 1



AZD sistemlerin kararlihig

Ornek 5: Boslukta hareket eden cisim

:L'l(]{} —+ 1)
1‘2(]{2 + 1)

10

ot

durum yanit1, z(0) = [11]¥

@1 (k)
—x3(k)
10 20 30
k

40

1 03

I

~——
A

Ozdegerler: A1 =1 X =1

|

|Ai| = 1 olan tekrarlanmis 6zdeger = kararsiz

faz portresi




Alt Bolim 4

Ornekleme



Tam ornekleme

Asagida verilen SZD sistemi ele alalim:

&(t) = Az(t) + Bu(t)

y(t) = Ca(t) + Du(t) #(0) = o

z(t) ve y(t)'nint =0, T, 2T, ..., kT, ... anlarindaki
degerlerini ifade edecek bir model ile, bu SZD sistemi AZD
sisteme donistiirebiliriz (7' € R: érnekleme zamani). Burada
ayrica kontrol girisi w(t)'nin birbirini takip eden iki zaman
adimi arasinda sabit kaldigi kabul edilebilir:

u(t) = u(k), kT <t < (k+ 1)T

Bu isleme sifir-dereceli tutma (zero-order hold, ZOH) denir.
Daha yiksek dereceli tutmalar miimkiindiir ancak uygulamada
genellikle sifir-dereceli tutma kullanilir.



Tam ornekleme

x(t) = Az(t) + Bu(t)
_ (0)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
formundaki SZD sistem, u(t)'de sifir-dereceli tutma
uygulanirsa, asagidaki dontsimler kullanilarak

:xo

_ T _ _
AL AT Bé(/ eA(T_T)dT>B, C=C, D=D
0

z(t) ve y(t)'nint =0, T, 2T, ..., kT, ... anlarindaki
degerlerini tam olarak verebilen bir AZD sisteme
dondstarilebilir:
z(k +1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cz(k) + Du(k)
) =

(t=FkT, k=0,1,...i0¢in z(t) = z(k) ve y(t) = y(k) olur)



Tam ornekleme
Ornek: RLC devresi (R=L =C = 1)

o(t) = {‘11 ‘01] (t) + m u(t) } T—0.5 { Fk+1) = {82; ‘3‘5’8] (k) + {00..318} ak)
y(t) = [0 1] () + [0] u(t) ZOH g(k) = [0 1] 2(k) + [0] a(k)

1 B T
J_l"r u(t)
0 u(kT)
0 5 10 15 2
t
1
y(t)
0t y(kT) | -
0 5 10 15 2



Ornekleme zamaninin secimi

pratik kural: 7' = 0.17,
(T, yiikselme zamani)

Ornek: RLC devresi (R=L=C=1)

_ 0.76
z(k+1) = {0.21

—0.21
0.97

] (k) + {83;} a(k)

[0 1] &(k) + [0] a(k)

T=0.24

—y(t)

z(t) 1 0 } x(t) + {0} u(t)
y(t) = [0 1] a(t) + [0] u(®) y(k) =
1 1
T =24
0 0
—y()

—y(kT)

10 0

(@2

10



Yaklasik ornekleme
dogrusal olmayan sistem:
#(t) = f(x(t), u(t)) = z(k +1) = F(z(k), u(k))
Euler yontemi

r(k+1)=x(k)+Tf(x(k),uk))
F(&(k),u(k))

Runge-Kutta (RK4) yontemi

q1 = f(ﬂk)a ﬂ(k))
¢ = f(x(k) + 0.5Tky, u(k))
g3 = f(z(k) + 0.5Tky, u(k))
qa = f(2(k) + Thky, u(k))
Tk +1) = z(k) + (T/6)(q1 + 22 + 2q5 + q4)
F(z(k),u(k))




Yaklasik ornekleme

Ornek: RLC devresi (R=0, L =C = 1)
.fl . 0 —1 T
i‘g - 1 0 i)

analitik ¢oziim: xq(t) = cos(t)

6 analitik
Euler (T =0.2)
| |——RK4 (T = 0.2)

RMS(hata)

0 5 10 15 20 0 0.05 0.1 0.15 0.2
t (S) T (S)




Bolim 5

Sinav sorusu ornekleri - Ara sinav



Durum Uzayinda Modelleme ve Analiz
Soru 1) Asagida bir rotasyonel mekanik sistem verilmistir.

TS Py

ik

A(t), w(t)

Sistem eylemsizlik momenti J olan bir cisim ile cismi sabit bir
zemine baglayan bir yay (yay sabiti «) ve bir damper
(soniimleme katsayisi 3) elemanindan olusmaktadir. Cismin
agisal konumu 6(t), agisal hizi w(t), sisteme etkiyen tork ise
T'(t) olarak isimlendirilmistir. Sistem girisi sisteme etkiyen tork
T(t) (yani, u(t) = T(t)), sistem cikisi ise cismin acisal hizi
olarak secilmistir (yani, y(t) = w(t)).




Durum Uzayinda Modelleme ve Analiz

0= [30)

olarak alip, sistemin siirekli zamanl bir durum uzayi modelini ifade eden A, B, C, D
matrislerini bulunuz.

Soru 1a) Sistemin durumunu

Coziim 1a) Cisim icin Newton'un ikinci yasasini su sekilde yazabiliriz:
JO(t) = T(t) — af(t) — Bw(t)

Bu ifadeyi, soruda verildigi gibi x1(t) = 0(t), z2(t) = w(t), u(t) = T(¢t) ve y(t) = w(t)
tanimlariyla tekrar yazarsak:

#2(0) = = (u(t) — az1 (1) — Bo2(0)

ifadesini elde ederiz. Buradan durum uzayir modelini yazabiliriz:

=[5 2] B+ [
y(t)=[0 1] [i;gﬂ + [0] u(t)

Buradan da A, B, C, D matrislerini elde ederiz:

A= % iﬁ B_[g} c=[o 1] D=]o




Durum Uzayinda Modelleme ve Analiz

Soru 1b) Sistem parametreleri J =1 kgm?, @ =1 Nm, 8 =1 Nms olarak verilsin.
Sistemin kararliligi hakkinda ne sdylenebilir?

Coziim 1b) Bu sistem parametreleri icin A matrisi su sekildedir:

=[5

A matrisinin 6zdegerlerini su sekilde hesaplayabiliriz:

P()\) =det(A\ — A) = ‘ [3 (ﬂ - [—01 —11”

P()\):’)\ -1

1 A+1
PN =XN+A+1=0
— A1 =—0.5+0.866j X2 =—0.5—0.866]

‘=A2+>\+1

A matrisinin 6zdegerlerinin reel kismi negatif oldugu icin sistem asimptotik kararlidir.



Durum Uzayinda Modelleme ve Analiz

Soru 2) Siirekli-zamanli dogrusal olmayan bir sistemin durum uzay modeli asagida

verilmistir.
B () = 27(t) — Fa2(t) +1
z

Soru 2a) Sistemin denge durumunu hesaplayiniz.

Coziim 2a) Denge durumlan & = f(&) = 0 ifadesini saglayan durumlardir. Oncelikle
Za(t) =0= e¥2,d — 1

denkleminden Z3 4 degerini 0 olarak buluruz. Sonra da
T1(t) =0=37 ;+1

denkleminden & 4 degerini —1 olarak buluruz. Sonug olarak sistemin denge durumu

olarak bulunur.



Durum Uzayinda Modelleme ve Analiz

Soru 2b) 2a) kisminda hesaplanan (Z1 4, %2,4) denge durumu etrafinda sistemi
dogrusallastirarak, siirekli-zamanli dogrusal durum uzayi modeli matrisi A'yr bulunuz.

Coziim 2b) Oncelikle sistemi dogrusallastirma hangi nokta etrafinda yapilacaksa o
noktadan sapma seklinde durumlari tanimlanmis bir sisteme donistiirmemiz gerekir:

z1(t) £ 31(t) — 1,0 x2(t) £ F2(t) — T4
Bu tanimla sistem su sekle dondsiir:

E1(t) = (z1(t) + 1,0)° — (22(t) + F2,9) + 1
io(t) = e®2(MFF2a 1

Denge durumunun degerlerini yerine koyarsak (Z1,q = —1,Z2,4 = 0)

1(t) = (21(8) = 1)° —w2(t) + 1
do(t) = e"2() —1

seklindeki, durumlari # = f(Z) sisteminin denge durumlarindan sapma olarak

tanimlanmis sistemi elde ederiz.



Durum Uzayinda Modelleme ve Analiz

Siirekli-zamanli dogrusal olmayan iki boyutlu sistemlerin asagida genel formu

verilmistir:
o 21 ()] _ [fu(za(t), z2(t))
&(t) = fz(t) < [i;(t)} = [f;(:pi(t),wz(t))}

Bu formdaki sistemler icin dogrusallastirma su sekilde yapilir:

p P 9f1 9f1
. of Of o |oer  Fmm
i(t) = 5-(ea)a(t) 5o 2 [%f %’f}
&,—/ x oz dxzo
A

Dénistiiriilmis sistem icin kismi tirevli ifadeler su sekilde bulunur:

:3(931,1)2 %:,1 %:0 %:eiz
Oxo ox1 Ox2

on
o0z

Sonug olarak dogrusallastirma ile asagidaki siirekli-zamanh dogrusal durum uzay:
modeli matrisi A'y: elde ederiz:

aof aof
At ye g o _ B -1 -1
oz Tl 9f  ofs 0 w2||
Oz 922 1 |21 =0, 20=0 z1=0,z2=0



Durum Uzayinda Modelleme ve Analiz

Soru 2c) Sistemin 2b) kisminda hesaplanan dogrusallastirilmis modeli kullanilarak
dogrusal olmayan sistemin denge durumunun kararlihg hakkinda ne soylenebilir?

Coziim 2c) Dogrusallastinlmis modelin A matrisinin 6zdegerlerini su sekilde
hesaplayabiliriz:

=i - 7]

A—=3 1
0 A=
PN =MX=-3)(A=-1)=0
XA =3 =1

P(A):’ 1’:()\73)()\71)

A matrisinin dzdegerlerinin reel kismi pozitif oldugu icin (Lyapunov'un endirekt

ydntemine gore) dogrusal olmayan sistemin denge durumu kararsizdir.



Kisim |l

Durum Uzayinda Kontrol



Kisim 1l: Durum Uzayinda Kontrol

6. PID kontrol* (H)

7. Durum geribeslemeli kontrol
Erisilebilirlik analizi
Dogrusal durum geri besleme
Referans izleme ve integral etki

8. Durum gozleme ve cikis geri besleme
Gozlenebilirlik analizi
Dogrusal durum gozleme
Cikis geri beslemeli kontrol

9. Kontrol tasarimi (6rnek): Arag direksiyon kontrolii (H)

10. Optimal kontrol ve kestirme
Dogrusal karesel regiilator (LQR)
Dogrusal karesel kestirici (LQE) (Kalman filtresi)
Dogrusal karesel Gauss (LQG) kontrol
Ozdegerler, basarim ve LQR



Bolim 6

PID kontrol* (H)



Siirec kontrol/optimizasyon - Bes seviye'?

L-2. sevipe: 3, sedye:
ENShrim antasyon Ve Euuﬂﬂh otomasEns ofomatik kool
] e
1 4w | 2. sEvive: Ji
0. servipn. skikacis v 1 guivenlik, = Ta) regitlasyan
wirer || eyl || pourefokipman |- (PID vh.}
| WnEUEE
. soviye: | &, seviye: - 3k} cok-degiskenli
planlama ve | gerpeh-zamank ve fomith kontrod
camanlama | apbifibEasean |BPC vh. )
4-5. seyiye:

aptimizasyon we planiama

12Dale E Seborg et al. Process Dynamics and Control. John Wiley & Sons, 2016.




Siirec kontrol/optimizasyon mimarisi

|1I:|r1|:|rr|:| up
ramankama
i -\._\_\__\_\__\-
=
_g,zrl;:k znmnnll] gerceb-zamanh
tlﬂhrmt@_gl:ln :Eﬂnjl_z:ﬂg_r_'l_

e [pac] | MPE

‘pin) (o) (Pio] [Pio) (PiD) [PiD]| |_F"ID] [ﬁlii| [Pib| [Pin] [PiD| [FiD]

5.ur|:1.
-.'.ure¢
:mrm.
sIrng
Sirng
E-IHE-i.'
E-uree;

DN HHE NED BEE



PID kontrol®3

PID !-L-:lntmi-::r _
i "l Iy 3= | SLrec
! I — 44 ] ] ||| I I Il.|l|: f )
— ,I' i - I'—-- { r| |
z)‘/\: L A x b I_
1--|_||-._?.- '[ v Nicolas Minorsky

.............. i (1885-1970)

de(t
u(t) = Kpe(t) —|—K[/O 7)dT + Kp Z<>
P etki | etki D etki

13Nicolas Minorsky. Journal of the American Society for Naval Engineers 34.2
(1922), pp. 280-309. URL:
https://doi.org/10.1111/j.1559-3584.1922.tb04958. x.


https://doi.org/10.1111/j.1559-3584.1922.tb04958.x

Basamak yaniti ve basarim kriterleri

Ornek:
G(s) = ZES) = 038
s)  s2+06s+1
- Ymaks = 1.1
basarim kriterleri: 1} Num: %37 oo
» yikselme zamani 7T} 0.8r\//'\>%
0.1yss — 0.9yss Sos j\
> asim: (Ymaks — Yss)/Yss ;30.{17 T, =132s Yss = 0.8
» vyerlesme zamani T:
t= 0 £%2y., SIIEASIEY
0

20



PID terimlerinin basarima etkileri*

. daimi
PID | ylkselme yerlesme ..
- asim rejim | kararlilk
terimi zamani zamani
hatasi
az oy
Kp 7 azalir artar azalr | kotilesir
artar
az ok ol
K; / artar artar ¢ kotiilesir
azalir azalhr
az az
K azalr | azalr .. . iyilesir
p/ azalir degisir yles

14Kiam Heong Ang, Gregory Chong, and Yun Li. IEEE Transactions on Control

Systems Technology 13.4 (2005), pp. 559-576. URL:
https://ieeexplore.ieee.org/stamp/stamp.jsp?tp=&arnumber=1453566.



https://ieeexplore.ieee.org/stamp/stamp.jsp?tp=&arnumber=1453566

Ziegler-Nichols frekans yaniti yontemi'®

Adim 1: K; =0 ve Kp =0 se¢, Kp'yi kapali cevrim sistem
soniimsiiz salinima girene kadar arttir.

Adim 2: Sonimsiiz salinima yol acan Kp degerini en yiiksek
kazan¢ K, olarak, salinim periyodunu da T, olarak kaydet.

Adim 3: Ziegler-Nichols yonteminin tablosunu kullanarak PID
parametrelerini ayarla.

korlti;ci)lor K, K, Ky
P 0.5K, — —
Pl 0.45K, | 0.54K,/T, —
PD 0.8K, — 0.1K,T,
PID 06K, | 1.2K,/T, | 0.075K,T,

15 John G Ziegler and Nathaniel B Nichols. Transactions of the ASME 64.11 (1942).



Ziegler-Nichols frekans yaniti yontemi

Ornek: ¥(s) .
S
G = =
& =06 ~ Grip
2
K,=16
L5} | | K, | K | Kp |
. T, 2 3.63 s P 108
= ’ Pl [0.72]024| —
ol | PD [1.28] — |0.58
PID | 0.96 | 0.53 | 0.44
% 1 6 8

10




Ziegler-Nichols frekans yaniti yontemi

Ornek:
||| It} 5-1||"‘E":.

ri uLbaT utly 1ot

--ll-j:-;\_l —= B0 ——-F-x - I' 18| —a—u=

2
15
— 1 7
= N
S 05f ——
o J
-0.5 L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40
t(s)
15
1+
S ot
“al] W —
0.5
e PT
MR V)
0 PID .
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t(s)



Bolim 7

Durum geribeslemeli kontrol



Alt Bolim 1

Erisilebilirlik analizi



Erisilebilirlik analizi
Asagidaki AZD sistemi ve durum yanitini ele alalim:

z(k+1) = Ax(k) + Bu(k) z(0) =29 xz€R" weR™
k-1
z(k) = AFzo + Z A'Bu(k —1—1)
=0

Tanim: Tdm z1, 2 € R™ formundaki durum vektorleri icin

k-1
xy = Afzy + Z A'Bu(k — 1 —1)
i=0

denklemini saglayan sonlu bir & € Z ani ve u(0), u(1), ..., u(k—1) €
R™ seklinde kontrol girisleri dizisi mevcutsa, z(k + 1) = Ax(k) +
Bu(k) sistemi erisilebilirdir.

Yani, uygun kontrol girisleri uygulayarak, sistemi herhangi bir 21
durumundan herhangi baska bir 2 durumuna k aninda
getirebiliyorsak, o sistem erisilebilirdir.



Erisilebilirlik analizi

Sistemin durumunu n adimda x;'den z5'ye tasimak igin
gereken n adet kontrol girisini belirleme problemini ele alalim.
n—1 )
zo = A"z + Y A'Bu(k —1—1)

1=0

denklemini asagidaki sekilde yazabiliriz:

u(n —1)
)
x2—A”x1:[B AB ... An—lB} u<n_ )
— :
= u(0)
N————



Erisilebilirlik analizi

Sistemin durumunu n adimda x;'den z5'ye tasimak igin
gereken n adet kontrol girisini belirleme problemi

RU =X

denklemini U'ya gore ¢ozmeye denktir.

R € R™ ™™ matrisine sistemin erisilebilirlik matrisi denir.

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) sistemi erisilebilirdir
& rank(R) =n

z(k + 1) = Az (k) + Bu(k) formundaki AZD bir sistemin
erisilebilirlik 6zelligi yalnizca A ve B matrislerine baglidir.



Erisilebilirlik analizi

x(k+ 1) = Az(k) + Bu(k) sistemi i¢in, (0) = xo'dan

hareketle, k£ adimda erisilebilir tim durumlarin kiimesi:

X(k,x0) = AFzg + Im(R)|

.J'z i

-~




Kanonik erisilebilirlik dekompozisyonu

z(k + 1) = Az(k) + Bu(k) sisteminin erisilebilir olmadigi hali
ele alaim. Burada rank(R) = n. < n olacaktir. Sistemin
erisilebilir ve erisilemez durumlarini ayirmak igin

T = [wnﬁ_l R Vne}

ile bir koordinat degisimi yapilabilir. Burada {v1,... vy, }
Im(R) igin bir taban olusturur, {w,_41,...,w,,} ise bu tabani
R™'de bir taban olusturacak sekilde tamamlar. Yeni
koordinatlarda sistem matrisleri A = T-'AT ve B=T"'B
seklindedir. Bu forma kanonik erisilebilirlik formu denir.

- [A. 0 - [0
-l i) el




Kararhlastinlabilirlik

Teorem: z(k + 1) = Axz(k) + Bu(k) sisteminin erisilemez
kisminin tim o&zdegerlerinin mutlak degeri 1'den kesin olarak
kiictikse bu sistem kararhlastinlabilirdir.

Ornek: Asagidaki sistemi ele alalim.

Sistem kanonik erisilebilirlik formundadir. Sistemin kisimlari su
sekilde gorulebilir:

0.5 -1

Aex = [o 0.5

| =) aw=[21] 5-[]

Sistemin erisilemez kisminin (yani A.. matrisinin) 6zdegerleri
A1 = Ay = 0.5 seklindedir. Sistem kararlilastirilabilirdir.



Erisilebilirlik /Kararlilastinilabilirlik

Ornek: Asagidaki sistemi ele alalim.

3 6 4 -1 0.5
sk+1)=[9 5
-7 =7 =9 0.5 0.5
R=[B AB A2B|
rank(R) =2<n (n=3)

sistemin kanonik erisilebilirlik formunu elde edelim:

—

1 0 1 0 0
basis (Im(R)) 0 1 T=1]0 1 0
-1 -1 -1 -1 1
B -1
B=T"'B=| 05
0
-1 2 4 -1
Aez = [5} Ae = |:_1 _4:| A21 = |:10:| Be = |:0 5

Ae, matrisinin 6zdegeri: A = 5,

Al > 1 — sistem kararllastirlamazdir

10 | z(k) + [0.5  —1| u(k)

sistem erisilemezdir

0.5
-1

0.5
-1



Alt Bolim 2

Dogrusal durum geri besleme



Durum geri beslemeyle kararhlastirma
x(k+1) = Az(k) + Bu(k) (x € R", u € R™) sistemini
asimptotik kararli hale getiren kontrolorii tasarlamak istiyoruz.

kontrolor strec
xi k) (k)

|—P o A, Eh’—‘

kontrolor: u(k) = —Kuz(k)

Dogrusal durum geri beslemeli kapali ¢cevrimin asimptotik
kararli olmasi icin geri besleme kazan¢ matrisi K € R"™*"'yi
dogru sekilde secmemiz gerekir.



Durum geri beslemeyle kararlilastirma

z(k + 1) = Az(k) + Bu(k) formundaki sistem ve
u(k) = —Kx(k) formundaki kontrolérden olusan kapali-cevrim
sistem su sekildedir:

2(k +1) = Az(k) — BKx(k) = (A — BK)z(k)

Kapali-cevrim sistemin kararllik 6zellikleri kapali-¢cevrim durum
matrisi A. = A — BK'nin 6zdegerlerine baghdir.

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) sistemi erisilebilir ise
A, matrisinin 6zdegerleri serbestce secilebilir.




Ackermann formiiliiyle 6zdeger atama'®

Bir girisli z(k + 1) = Az(k) + Bu(k) (z(k) € R,
u(k) € R, rank(R) = n) formunda bir sistem ele
alalim. istenen kapali-cevrim karakteristik polinomu
su sekilde yazabiliriz (bu polinomun kokleri
kapali-gevrim sistemde istenen 6zdegerlerdir):

pd(/\) ="+ dnfl)\n_l +...+diA+dy Jiirgen

Ackermann

Ackermann formiilii:
_ -1
K = row, (R pd(A))

(pa(A) = A" + d, (A" L+ 4+ dy A+ dol)

Bu formiille tasarlanan K ile, kapali-gevrim sistemin 6zdegerleri
(pe(A) = det(A — A + BK)'nin kokleri) istenen 6zdegerler olarak

atanir (pg(A)'nin koklerine esit olur).

16 Jiirgen Ackermann. at-Automatisierungstechnik 20.1-12 (1972), pp. 297-300.



Ozdeger atama

Ornek: Ayrik-zamanli dogrusal bir sistemin durum uzayi modeli asagida verilmistir:

[ =0 ] W] o] v

Bu dinamik sistem ve u(k) = —Kz(z) formundaki kontrolérden olusan kapali-gevrim
sistemin 6zdegerlerini 0.5 ve 0.25 olarak atayan K = [k’l ]{?2] matrisini hesaplayiniz.

Coziim (opsiyon a): Kapali-gevrim sistemin dzdegerlerini serbestce segebilmemiz icin
dinamik sistemin erisilebilir olmasi gerekir. Sistemin erisilebilir olup olmadigini anlamak
icin erisilebilirlik matrisini inceleyelim:

-0.5 —3.5
det(R) = (1) x (=3.5) — (0.125) x (—0.5) = —3.4375
det(R) # 0 <> rank(R) =n =2 sistem erisilebilirdir (z € R™)

R=— [B AB] _ [ 1 0.125}

Kapali-gevrim sistemin 6zdegerlerini 0.5 ve 0.25 olarak atamak istiyoruz. Bu
Szdegerlere karsilik gelen istenen kapali-gevrim karakteristik polinomu su sekilde
yazabiliriz:

pa(A) = (A = 0.5)(A — 0.25) = A% — 0.75)\ + 0.125



Ozdeger atama

Kapali-cevrim sistemin 6zdegerleri, kapali-cevrim durum matrisi A.'nin 6zdegerleridir.
A.=A—-BK pe(A) = det(AM — A+ BK)

Bu 6zdegerler, K matrisinin fonksiyonu olarak su sekilde hesaplanabilir:
A0 0 —0.25 1
A=A+ BK = {0 )J - [73 1 } + [70.5} [k k]

[ op_fo 0] [ K k2
“lo oA T3 1 ~0.5k1  —0.5k>

- A+ kq 0.25 + ko
T |3—-05k1 A—1-—0.5ke

A4k 0.25 + k2
—0.5k1 A —1—0.5k2

= (/\ -+ k1)(}\ —1-— 0.5k2) — (3 - 0.5k21)(0.25 -+ k‘Q)
= A2 4 (k1 — 0.5ka — 1) A + (—0.875k1 — 3k — 0.75)

pe(N) = det(\] — A+ BK) = ‘3



Ozdeger atama

Kapali gevrimde olusan karakteristik polinomun istenene esit olmasi gerekir:

pe(A) = pa(A)
A2 4 (k1 — 0.5kg — 1) A+ (—0.875k; — 3kz — 0.75) = A2 — 0.75A 4+ 0.125

Polinomlarin katsayilarinin esitliginden hareketle su ifadeleri yazabiliriz:

ki —0.5ky —1=—0.75  — 0.875k; — 3kg — 0.75 = 0.125
1 —0.5] [k1] _ [0.25 k] T 1 ~0.5] 7" [0.25
—0875 =3 | |ko] ~ |0.875 ko] = |-0.875 -3 0.875
(hatlrlatma: A= [a b} S AT = ! { d 7b}>
c d ad —bc [—¢ a

ia) = (B0 oanna] o] = [“0%nse)

ko —0.2545 —0.2909| |[0.875 —0.3182

Sonug olarak K matrisi K = [k1 k2] = [0.0909 —0.3182] seklinde bulunur.



Ozdeger atama
Coziim (opsiyon b): Bu soruyu Ackermann formiilii ile de ¢6zebiliriz:
K = rows (Rflpd(A))
pa(A\) = (A —0.5)(A — 0.25) = A2 — 0.75)\ + 0.125
pa(A) = A2 —0.75A 4 0.1251

(4) = 0.75  —0.25] 0 —0.1875 4 0.125 0
Pd -3 1.75 —2.25 0.75 0 0.125

0.875  —0.0625
pa(A) = [70.75 1.125 }

B [ 1 0125 ~1_[1.0182  0.0364
R=[B AB]= [—0.5 —3.5} B = [—0.1455 —0.2909}

4 [ 1.0182  0.0364 ] [0.875 —0.0625
R pd(A)*[fo.MsE) —0.2909| |-0.75  1.125

K= [0.0909 70.3182]

0.8636 —0.0227
0.0909 —0.3182

Coziim (opsiyon c): GNU Octave ile ¢dziim

pkg load control
A = [0 -0.25;-3 1];B = [1;-0.5];
p_.d = [0.5;0.25];K = acker(A,B,p_d)




Ozdeger atama ile kontrol6r tasarimi

Ornek:

)= S ] Lo

a) )\1 = )\2 =0.25 b) )\1 = )\2 =0.5 i C) )\1 = )\2 =0.75
K = [0.32 —0.36] K = [—0.15 —029] K= [—0.63 —0.26]
) x1(k) ) z9(k) ) u(k)

—_— = A =025

e A = Ay = 0.5 0 0.5
0.5 A =X =0.75 B
0 =
-2
-0.5
0 ———
4 4

-0.5 -6 -1.5
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30

k k k




Alt Bolim 3

Referans izleme ve integral etki



Referans izleme

Ana fikir: z(k + 1) = Az(k) + Bu(k) (x € R", u € R™)
sisteminin durumunun istenen sabit bir referans deger
r(k) = r'yi izlemesini saglayan kontrol6ri tasarlamak.

."I_|||': )
—lal F

kantralsr

SUTES

il ]
—a

B

&

rikh

kontrolor: u(k) = —Kx(k)+ Fr(k)

Kapali-gevrim sistemin referans izleme yapabilmesi igin
referans kazang matrisi F"'yi dogru sekilde segmemiz gerekir.



Referans izleme

z(k)'in daimi rejimde r(k)'ye esit olmasi icin r(k)'den z(k)'e
olan daimi rejim kazancinin birim kazan¢ olmasi gerekir:
x(k+1)=(A— BK)x(k) + BFr(k)
daimi rejimde:  z(k + 1) = z(k)
z(k) = (A — BK)x(k) + BFr(k)
(I — A+ BK)x(k) = BFr(k)
fg:; =(I-A+BK)'BF=1

Referans izleme icin F"yi su sekilde secmemiz gerekir:

F=(I-A+BK)'B)"

Not: a) ifadedeki matris terslerinin mevcut oldugu ve b)
durum ile kontrol girisi boyutlarinin esit oldugu (z(k) € R",
u(k) € R™, n = m) kabul edilmistir.



Referans izleme

Ornek: Kutuplar K ile A2 = 0.8 £0.25"ye atand.

][ o) ) 3 )
-3 o 2, S

: | 7 1 A\

: 0 |I

B0 -1 h - —
1 (k

(k)

o » w o 50 100



Referans izleme

pkg
A
p_
K
F
X =

Qi

for

end

r(1,
r(2,

u(:,
x(:,

load control % GNU Octave benzetimi
[1.1 1;0 0.8];B = [1 0;0 11;

= [0.840.21;0.8-0.21i];
place(A,B,p_d);

inv ((inv (eye (2) - (A-B*K)))*B);
NaN(2,101) ;x(:,1) = [0;0];

1) =
:)
k =
k) =
k+1)

[ones(1,50) -ones(1,51)];
[-ones (1,50) ones(1,51)];

1:100
-Kxx(:,k) + F*xr(:,k);
= Axx(:,k) + Bxu(:,k);




Referans izlemede bozucu etkisi

Referans izleme amagl kapali-gevrim sistemi ve ona etkiyen
giris bozucusu w(k)'yi ele alalim (giris bozucusu w(k)
eyleyicideki belirsizlikleri veya ol¢iilemeyen bir bozucuyu

modellemek icin kullanilabilir).

kontralds

Burada izleme hatasi z(k) — r(k)'dan geri besleme yok. Bu
kapali-gevrim sistem giris bozucusu w(k) ile modellenen
belirsizliklere karsi dayanikli degil.



Referans izlemede bozucu etkisi

Ornek: Kutuplar K ile A1,2 = 0.8 £0.25'ye atandu.

o] = [0 o] ]+ o 5] ]+ [
ati) = =[S0 =00+ [ 5]
Loz of"0* [0z o]

2 2
’ \,./\-_\ X L
9 | |y () R ()

o 50 100 0 50 100

Kapali-gevrim sistem referans izleme yapamiyor. Giris bozucusu w(k), kapal ¢evrimin

kontrolér tasariminda hesaba katilanlardan farkli kosullarda ¢alismasina sebep oluyor.



Referans izlemede bozucu etkisi

pkg load control ) GNU Octave benzetimi

A =1T[1.11;0 0.8];B = [1 0;0 1];
p.d = [0.8+0.2i;0.8-0.21];
K = place(A,B,p_4);

F = inv((inv(eye(2) - (A-Bx*K)))*B);
x = NaN(2,101);x(:,1) = [0;0];

r(1,:) = [ones(1,50) -ones(1,51)];
r(2,:) = [-ones(1,50) ones(1,51)1];

w = [-0.1xones (1,100) ;0.2*xones (1,100)1];
for k = 1:100

u(:,k) = -K*x(:,k) + F*r(:,k) + w(:,k);
x(:,k+1) = Axx(:,k) + Bxu(:,k);




Bozucu bastirma icin integral etki

z(k + 1) = Az (k) + Bu(k) sisteminde sistem durumu
z(k)'mn giris bozucusu w(k) etkisi altinda referans izleme
x(k) ~ r(k)) problemini ele alalim.

Bunun igin z(k + 1) = Az(k) + Bu(k) sistemine izleme hatasi
x(k) — r(k)'nin integralini durum olarak ekleyelim:

integral etki: ¢(k+ 1) = q(k) + (k) — r(k)

Ek yapilmis sistem su sekildedir:

[Z((Zim - [ffl ?] ﬁ&fﬂ + m u(k) + [_OI] r(k)



Bozucu bastirma icin integral etki

Ek yapilmis sistem icin su formda kararlilastiran bir durum geri
beslemeli kontrolor tasarlanabilir:

q(k)
e kY Biire
1 —L... I ﬁ%% A B

Teorem: Ek yapilmis sistem icin kararlilastiran bir kon-
trolor kazang matrisi [K H} 'nin tasarlanabildigini varsayalim.
Bu durumda, kapali-cevrim sistem tim sabit giris bozuculari
w(k) = w ve referanslar r(k) = r icin daimi rejim hatasini
sifirlayarak referans izleme yapar (limy_, 1o, z(k) = r).




Bozucu bastirma icin integral etki

Kanit: Kapali-cevrimdeki ek yapilmis sistem

] i | v R A

formundadir. Sistem kontroloriin tasarimi geregi asimptotik
kararlidir.

Sabit w(k) = w ve r(k) = r igin sistemin durumu bir daimi
rejim degerine yakinsar. ¢(k) i¢in limy_,, « q(k) = ¢ diyelim.

Sonug olarak:
limg 100 (k) — (k) = limg 400 q(k+1) —qlk) =G—q=0



Bozucu bastirma icin integral etki

Ornek: Kutuplar K ile A1 2 = 0.8 £0.25, A3 = 0.4, ve Ay = 0.5’e atand.
6] =6 os ]+l ) ]+ 6]
o) =lo 3]+ lo W] Lo 3] [

__ |17 249 021 025 z;gg

} [70.15 0.53 —0.1 0,11} g ;

[x H]

wi (k) = —0.1 wa (k) = 0.2

2 2
1 1
0 0
-1 -1
[r——r) fr—r)
— (k) —5(k)
-2 -2
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200



Bozucu bastirma icin integral etki

pkg load control ) GNU Octave benzetimi
A= 1[1.1 1;0 0.8];B = [1 0;0 11;

A _aug = [A zeros(2,2);eye(2) eye(2)];
B_aug = [B;zeros(2,2)];

p d aug = [0.8+0.21;0.8-0.2i;0.4;0.5];
K_aug = place(A_aug,B_aug,p_d_aug);

x = NaN(2,101);x(:,1) = [0;0];

q = NaN(2,101);q(:,1) = zeros(2,1);
r(1,:) = [ones(1,50) -ones(1,51)];
r(2,:) = [-ones(1,50) ones(1,51)];

w = [-0.1%xones (1,100) ;0.2*ones (1,100)1];
for k = 1:100

u(:,k) = -K_aug*[x(:,k);q(:,k)];
x(:,k+1) = Axx(:,k) + B*xu(:,k) + w(:,k);
q(:,k+1) = q(C:,k) + x(:,k) - r(:,k);
end




Bolim 8

Durum gozleme ve cikis geri besleme



Durum gozleme

Durum geri beslemeli kontrolde (6rnegin, u(k) = —Kxz(k))
kontroloriin ¢alismasi icin sistem durumunun bilgisi gereklidir.
Ancak algilayicilar genellikle dogrudan sistem durumunu
6lgmezler (yani, y(k) genellikle z(k)'e esit degildir).

siirec

al gilayic

—_—— 4 M

gozlayici

o
L

L =

L

gozlenen
|:J FFUm

Giris u(k) ve olgiim y(k)'yi kullanarak x(k) yaklasik olarak
hesaplanabilir. Bu isleme durum gozleme, islemi yapan
mekanizmaya da durum gézleyici denir (durum gézleyicilere
yazilimsal/sanal algilayici (soft/virtual sensor) da denir).



Alt Bolim 1

Gozlenebilirlik analizi



Gozlenebilirlik analizi

Durum gozleme problemini ¢cézmenin (yani, u(k) ve y(k)'yi
kullanarak z(k)'i hesaplamanin) mimkiin olup olmadigini
sistemin gozlenebilirlik analizini yaparak ogrenebiliriz.
Asagidaki AZD sistemi ele alalim:

x(k+1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cz(k) + Du(k)

Bu sistemin durum yaniti ve karsilik gelen olciim dizisi su
sekildedir:
k=1
x(k) = Afzg+ > A'Bu(k — 1 —1)

1=0

k—1
y(k) = CAFzo + > CA'Bu(k — 1 — i) + Du(k)

=0



Gozlenebilirlik analizi

n adet dlcim y(k) ve giris dizisi u(k)'dan hareketle sistemin
baslangic durumu x¢'1t hesaplama problemini ele alalim:

y(0) = Czo + Du(0)
y(1) = CAzg + CBu(0) + Du(1)

n—2
y(n —1) = CA" 1go + Z CA'Bu(n — 2 —i) + Du(n — 1)
i=1

Bu denklemleri su sekilde yazabiliriz:

y(0) — Du(0) C
y(1) — CBu(0) — Du(1) CA

= . :CO

y(n —1) = X" 2CA'Bu(n — 2 — i) — Du(n — 1) CcA1

Y ©




Gozlenebilirlik analizi

n adet olcim y(k) ve giris dizisi u(k)'dan hareketle sistemin
baslangic durumu x('t hesaplama problemi

Y:9130

denklemini xg'e gbre ¢ézmeye denktir. © € R™*™ matrisine
sistemin gézlenebilirlik matrisi denir.

rank(©) = n ise Y = Oz denkleminin essiz bir ¢éziimi vardir. Bu
denklemin ¢oéziimii olan xg'dan hareketle, sistemin durum yaniti
z(k) = AFzo + M A'Bu(k — 1 —4) kullanilarak herhangi bir k
ani icin (k) hesaplanabilir.

x(k 4+ 1) = Ax(k) + Bu(k) sistemi gozlenebilirdir
& rank(©) =n

z(k+1) = Az(k) + Bu(k), y(k) = Cx(k) + Du(k) sisteminin
gozlenebilirlik ézelligi yalnizca A ve C' matrislerine baglidir.



Kanonik gozlenebilirlik dekompozisyonu

z(k + 1) = Az (k) + Bu(k), y(k) = Cz(k) + Du(k)
sisteminin gozlenebilir olmadigi hali ele alalim. Burada
dim(ker(©)) =n — ng > 1 olacaktir. Sistemin gézlenebilir ve
go6zlenemez durumlarini ayirmak icin

T = [ungﬂ R A 1), T wng}
ile bir koordinat degisimi yapilabilir. Burada {v 41,...,v5}
ker(©) icin bir taban olusturur, {wy, ..., wy } ise bu tabani

R"™'de bir taban olusturacak sekilde tamamlar. Yeni
koordinatlarda sistem matrisleri A = T-'AT, B=T"'B, ve
C' = CT seklindedir. Bu forma kanonik gozlenebilirlik
formu denir.

i [A(;]Z :441;] B [Bgz] O — [0 Cg]




Tespit edilebilirlik

Teorem: z(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), y(k) = Cx(k) + Du(k)
sisteminin gozlenemez kisminin tim o6zdegerlerinin  mutlak
degeri 1'den kesin olarak kiiciikse bu sistem tespit edilebilirdir.

Ornek: Asagidaki sistemi ele alalim.

-1 0] 0 10
z(k+1) = { 0 3,0 ]x(k‘)+ 0 1]u(k‘)
0 0105 11

y(k)=1]1 1]0]
Sistem kanonik gozlenebilirlik formundadir. Sistemin kisimlari
su sekilde goriilebilir:
-1 0 10
Age=[05] A, = [o 3] Ap=10 0| B,= lo 1]

Sistemin goézlenemez kisminin (yani A, matrisinin) 6zdegeri
A = 0.5 seklindedir. Sistem tespit edilebilirdir.



Gozlenebilirlik / Tespit edilebilirlik

Ornek: Asagidaki sistemi ele alalim.

2 4 2

Lo 2 10 3
eh+1)= |-11 25 —L15|ak)+ |1 1| u(k) y(k) = L o3
2.6 6.8 2.8 0 1
C
0= |CA rank(@) =2<n (n=3) — sistem goézlenemezdir
CA?
sistemin kanonik gozlenebilirlik formunu elde edelim:
—0.667 —-0.667 0 O ~ —1.5
basis (ker(©)) = | 0.333 T=1]033 1 0 B=T"'B= 1.5
—0.667 —-0.667 0 1 -1
2| -6 -3
A=T7'AT=|70[ =05 —015 | C=0CT= [ 0 ‘ PO }
0| 28 0.8

-0.5 -0.15

Ag. = [2] Ay = [2.8 0.8 } Az = [*6 *3] By = {_1 1

Agz matrisinin 6zdegeri: A =2, |A| > 1 — sistem tespit edilemezdir



Alt Bolim 2

Dogrusal durum gozleme



Dogrusal durum gozleme

Her k aninda, sadece dl¢cim y(k) ve giris u(k)'yr kullanarak,
sistem durumu x(k)'i yaklasik olarak ifade eden Z(k)'i
hesaplayabilen bir durum gozleyici tasarlamak istiyoruz.

siirec almiayic
ih e | ik wl ke

—r= A, Hl—l— i —-

gozleyic

gu:_‘:-tl-EuEn
e N = LT
il I

A ve B matrisleri ile sistemin bir kopyasini olusturup, sadece
u(k)'yr kullanarak goézlenen durum Z(k)'i hesaplayabilen bir
acik-cevrim durum gozleyici tasarlayabiliriz. Bu gozleyici
sistemin kopyasi yardimiyla Z(k + 1) = Az(k) + Bu(k)
ifadesini kullanarak gozlenen durum Z(k)'i hesaplar.



Acik-cevrim durum gozleyici

Gergek sistem ve kopyasinin dinamikleri su sekildedir:

x(k+1) = Az(k) + Bu(k) gergek sistem
Z(k+1) = Az(k) + Bu(k) kopya

Durum goézleme hatasi e, (k) £ z(k) — £(k)'nin dinamikleri:
eq(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k) — Az(k) — Bu(k) = Aey(k)

Durum gézleme hatasinin ifadesi: e, (k) = A*e,(0).
Bu durum ideal degildir, ¢linkii:

» Hatanin dinamikleri A matrisinin 6zdegerlerine baghdir ve
bunlar degistirmek mimkiin degildir

» Hata ancak A asimptotik kararli ise yok olur

Burada Z(k)'i hesaplamak icin y(k)'den faydalanmiyoruz.




Luenberger gozleyicisi'’

sures algilayici
el k) rik ik
= N e = -
| k) s

A IBL —» ¢ >

|_.- David G.

azleyic Luenberger

Durum go6zleme hatasinin dlciimiinden geri besleme ile gdzleme
denklemi diizeltilerek bir kapali-gcevrim durum goézleyici elde edilir:

#(k +1) = Az (k) + Bu(k) + L (y(k) — C2(k))

hatadan geri besleme

Buradaki L € R™*9 gozleyici kazang matrisidir.

David G Luenberger. IEEE Transactions on Military Electronics 8.2 (1964),
pp. 74-80.



Durum gozleyicisinde 6zdeger atama

Durum gozleme hatasi e4(k) = z(k) — £(k)'nin dinamikleri:

eg(k +1) = Ax(k) + Bu(k) — Az(k) — Bu(k) — L (y(k) — Ci(k))
eg(k+1) = (A — LC) ey (k)

Durum gozleme hatasinin ifadesi: e4(k) = (A — LO)* eq(0)

Gozleyicinin kararlihk 6zellikleri kapali-gevrim gozleyici durum
matrisi A, = A — LC"nin 6zdegerlerine baghdir.

Teorem: z(k+1) = Ax(k)+Bu(k), y(k) = Cz(k)+ Du(k) sistemi
gobzlenebilir ise, A, matrisinin 6zdegerleri serbestce secilebilir.

Not: e,(k + 1) = (A — LC)ey(k) sisteminin 6zdegerlerini L
matrisini tasarlayarak atama problemi,

#(k+1) = (AT — OTK)x(k) sisteminin ézdegerlerini K
(K = LT) matrisini tasarlayarak atama problemine denktir.



Durum gozleyicisinde 6zdeger atama

Ornek: Ayrik-zamanli dogrusal bir sistemin durum uzayi modeli asagida verilmistir:

z1(k+1)] _[0.5 O z1 (k) 1 . 1 (k)
[xg(kJrl)} = [0.5 0.5} {mQ(k) +[o5] w0yt =0 03] 22(k)
Bu dinamik sistem icin kapali-cevrim gozleyici 6zdegerlerini 0.4 ve 0.5 olarak atayan

L = Bl} matrisini hesaplayiniz.
2

Coziim (opsiyon a): Kapali-cevrim gozleyici ézdegerlerini serbestce secebilmemiz icin
dinamik sistemin goézlenebilir olmasi gerekir. Sistemin gézlenebilir olup olmadigini
anlamak igin gozlenebilirlik matrisini inceleyelim:

o_[CT1_[0 05
~|lca] T lo2s 025

det(©) = (0) x (0.25) — (0.5) x (0.25) = —0.125
det(©) # 0 <> rank(©) =n =2 sistem goézlenebilirdir (z € R™)
Kapali-cevrim gozleyici 6zdegerlerini 0.4 ve 0.5 olarak atamak istiyoruz. Bu
ozdegerlere karsilik gelen istenen kapali-gevrim gozleyici karakteristik polinomunu su

sekilde yazabiliriz:

pa(A) = (A —0.4)(A—0.5) = A2 — 0.9A 4+ 0.2



Durum gozleyicisinde 6zdeger atama

Kapali-cevrim gozleyici 6zdegerleri, kapali-cevrim gdzleyici durum matrisi A,'nin
6zdegerleridir.
Ao =A—-LC pe(A) = det(A\ — A+ LC)

Bu 6zdegerler, L matrisinin fonksiyonu olarak su sekilde hesaplanabilir:

o0 05 0 1
M—A+LC = [0 A] - {0.5 0.5] + M [0 03]

_[r o]_Jos 0], [0 054
“lo A T lo5 05 T |0 05l
[A-05 0.5

T -05 A—05+0.50

A—0.5 0.511
—-0.5 A—0.5+0.5l2

=(A—0.5)(A — 0.5+ 0.5l2) — (0.501)(—0.5)
=22 405l —1)A+025(; — Iz +1)

Po(A) =det(A[ — A+ LC) = ‘



Durum gozleyicisinde 6zdeger atama

Kapali ¢evrimde olusan goézleyici karakteristik polinomunun istenene esit olmasi gerekir:

Po(A) = pa(N)
A2 4 (0500 —1)A+0.25(ly —la +1) =A% —0.9X+0.2

Polinomlarin katsayilarinin esitliginden hareketle su ifadeleri yazabiliriz:
05l —1=—-09 025(1 —l2+1)=02
0 05 7 [l] [ 01 nl _[o 05 77" 01
0.25 —0.25] [l2] ~ |[-0.05 lo] — 1025 —0.25 —0.05

1 _
(hatlrlatma: A= [a b:| AT = |:d b:|>
c d ad —bc [—¢ a

o=l o [0 = o

Sonug olarak L matrisi L = Bﬂ = [0 0.2] seklinde bulunur.




Durum gozleyicisinde 6zdeger atama
Coziim (opsiyon b): Bu soruyu Ackermann formiilii ile de ¢6zebiliriz:
(hatirlatma: eg(k+1) = (A= LO)eg(k)  «  &(k+1) = (AT — CTK)i(k))
K =rows (R™'pa(AT))
pa(A) = (A= 0.4)(A—0.5) = A2 —0.9X +0.2
pa(AT) = (AT)? —0.94T 1+ 0.21

pa(A) = {0.35 0.5} _ [0.45 0.45} I [0.2 0} _ [0 0.05}

0.25 0 o045 Tlo 02/T|o o
0 025 4 [-2 2
— T THT| — 1 __
R=[CT ATCT]= {0.5 0.25} R = [4 0}

wwn=[7 0 - &

K:@ aﬂ L2KT L:Bﬂ

Coziim (opsiyon c): GNU Octave ile ¢dziim

pkg load control
A = [0.5 0;0.5 0.5];C = [0 0.5];
p.d = [0.4;0.5];L = acker(A',C',p_d)"'




Durum gozleyicisinde 6zdeger atama

Ornek: Gozleyici 6zdegerleri L ile 0.4 ve 0.5'e atand.

xl(k+1) 0.5 xl(kz) 1 (k‘)
$2(/€+1) 0.5 05 l‘g(kf
_ a1 (k)
y(k) = [0 05| lf”? )]
2 3 1
y 0.8
! 0.6
. ' 0.4
—0) 0 —(h) 0.2
— iy (k) ——iiy(k)
Yo 5 0 15 2 s 0 15 2 % 5 0 15




Durum gozleyicisinde 6zdeger atama

pkg load control ) GNU Octave benzetimi

A = [0.5 0;0.5 0.5]1;B = [1;0.5];

C = [0 0.5];p_d = [0.4;0.5];

L = acker(A',C',p_d)';x = NaN(2,21);

x(:,1) = [1;-1];y = NaN(1,20);

x_hat = NaN(2,21);x hat(:,1) = [-1;1];

u = [zeros(1,10) ones(1,10)];

for k = 1:20

y(:,k) = Cxx(:,k);

X _hat(:,k+1) = A*xx hat(:,k) + Bxu(:,k)...
+ Lx(y(:,k) - Cxx_hat(:,k));

x(:,k+1) = Axx(:,k) + Bxu(:,k);

end




Ozdeger atama ile gozleyici tasarimi

Ornek:
zi(k+1)|  |1.81 —0.82| |zi(k) B B x1(k)
L@(k | = l I ] lxz(k) y(k) = [018  —0.18] ealk)
a) )\1:)\2:0.4 b) )\1:)\220.6 C) )\1:/\220.8
—188.8 —-79.9 —15.5
L= [194‘41 L= [83.3} L= l16.71
80 : : : 80
75 (k)
60| 60 e (k) (A = Ao = 0.4)] |
2a(k) (A = Ao = 0.6)
40 | 40 Za(k) (A = X2 =0.8)] |

20} 20
0 0
-20 : : : -20 : : :
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40



Alt Bolim 3

Cikis geri beslemeli kontrol



Cikis geri beslemeli kontrol

Durum geri besleme icin sistem durumunun él¢imii (yani,
y(k) = x(k)) gerekir. Uygulamada ise algilayicilar genellikle
dogrudan sistem durumunu dlgmezler (yani, y(k) # z(k)).

sile; algilaynci
il i |
o I M -

T

=
|

K gozleyici

sonteotor

Cikis geri beslemeli kontrolde amag dlgiilen ¢ikis y(k)

(y(k) # z(k)) ile geri besleme yoluyla kapali-gevrim sistemin
dinamiklerini sekillendirmektir. Bu derste, durum gozleyici ile
durum geri beslemeli kontrolériin bu amacg icin birlikte
kullanilmasini inceleyecegiz. Bu yapiya dinamik cikis geri

beslemeli kontrolér denir.



Cikis geri beslemeli kontrol

Asagidaki sistemi ele alalim:

x(k+1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k)

Sistemin erisilebilir ve gozlenebilir oldugunu varsayalim. Sistem
icin su sekilde dogrusal bir durum gézleyici ve dogrusal durum
geri beslemeli kontrolor olusturabiliriz:

#(k + 1) = Az (k) + Bu(k) + L (y(k) — C2(k))
u(k) = —Ki(k)

Durum gozleme hatasi e, (k) £ x(k) — (k) nin dinamikleri
eqg(k+1) = (A — LC)ey(k) seklindedir. Bu dinamikler
kontrolor kazang matrisi K'ya bagl degildir.



Cikis geri beslemeli kontrol

Kapali-gevrim sistem ve gozleyici dinamiklerini toplu olarak su
sekilde yazabiliriz:

x(k+1) = Az(k) + Bu(k)

2(k+1) = Az(k) + Bu(k) + L (y(k) — Cz(k))
u(k) = —Kz(k)
y(k) = Cx(k

)
Bu ifadeyi (k) yerine e,4(k) kullanarak yeniden yazarsak:

e R e e ]



Cikis geri beslemeli kontrol

Ayrisma prensibi:
Kapali-gevrim sistem ve gozleyici dinamiklerinin kararlilig

A—BK BK
0 A—-LC
matrisinin  6zdegerlerine baghdir. Bu matris blok iicgen

formdadir ve ozdegerleri A — BK ve A — LC blok-
larinin Ozdegerleridir. Kapali-gevrim sistemin ve gozleyicinin
ozdegerleri birbirinden bagimsiz olarak tasarlanabilir.

Gozleyici kazang matrisi L’nin secimi:

pratik kural: Gozleyici 6zdegerleri (A(A — LC')) kapali-gevrim
sistemin 6zdegerlerinden (AM(A — BK)) yaklasik olarak 10 kat
hizli olacak sekilde secilmelidir.




Cikis geri beslemeli kontrol

Ornek: Gozleyici 6zdegerleri L ile 0.3 ve 0.4'e atand, kapali-cevrim
sistemin O6zdegerleri ise K ile 0.6 ve 0.7'ye atandi.

w1k +1)] (181 —0.82] [21(k) B - a1 (k)
L@(kﬂ) =170 0 | me| v =018 —0as] 1T
[—9221.6
L= _227.8] K_[1.02 —0.8}
200 200 40
—u(k)
20
100 100
0
-20
0 0
-40
-100 -100 -60
0 10 20 0 10 20 0 10 20



Cikis geri beslemeli kontrol

load control Y GNU Octave benzetimi

-0.82;1 0];B = [0.5;0];
-0.18]1;
,C',[0.3;0.4]1)';

acker(A,B,[0.6;0.71);
NaN(2,21);x(:,1) = [-2;2];
NaN (1,20) ;x_hat = NaN(2,21);

[0;0];u = NaN(1,20);

Cxx(:,k);
-K*x _hat (:,k);

x_hat(:,k+1) = A*x _hat(:,k) +
Bxu(:,k) + Lx(y(:,k) - C*xx_hat(:,k));

pkg

A = [1.81

C = [0.18

L = acker (A

K =

x =

y =

x_hat (:,1) =

for k = 1:20
y(:,k) =
u(: , k) =
x(:,k+1)

end

= Axx(:,k) + Bxu(:,k);




Bolim 9

Kontrol tasarimi (6rnek): Arag direksiyon
kontrolii (H)



3 serbestlik dereceli basit arac modeli‘®

O: koordinat basnoktasi
(origin)

x, y: agirhk merkezinin
koordinatlari

T Jur: agirhk merkezinin
konumu /hizi

F/R: on/arka dingil
konumu

ap/ag: on/arka kayma
acisi (slip angle)

arp: ara¢ kayma agisi

1 arag yalpa (yaw) agisi
0: direksiyon agisi

parametreler:

a: F ve T arasi uzaklhk (m)

b: T ve R arasi uzaklk (m)
mr: kitle (kg)

Ir: eylemsizlik momenti (kgm?)

Bhttps://andresmendes.github.io/openvd/build /html/simpleVehicleModels.html


https://andresmendes.github.io/openvd/build/html/simpleVehicleModels.html

3 serbestlik dereceli basit arac modeli

dogrusal olmayan dinamik denklemler:

& = vrcos(¢ + ar)

g = vrsin(y + ar)
1

Up = — (F, pcos(ar —0) + Fy geos(ar) + ...
mr
F, psin(ar — 0) + F, gsin(ar))
1
ap = (—F, psin(ar —0) — Fy gsin(ar) + ...
mrvr
F, rcos(ar — 8) + F, g cos(ar) — mouri))
|
¢ = — (Fy rasin(d) + F, pacos(d) — F, rb)

Iy



3 serbestlik dereceli basit arac modeli

T T .
501 y U1 o
2 fia Fyp
oL |EZ| | Y AN DS B
durum: = |."| = giriss a= |a3| = |Fz.Rr
T4 v ~ F ’
- Uq Y, F
o5 or @ F,
F6 ¢ 5 y,R

dogrusal olmayan dinamik denklemler (durum ve giris tanimiyla):

T3 = g

&g = —— (Ui cos(@y — &) + 1z cos(Ty) + 1ig sin(E5 — 6) + 15 sin(Es))
mr

. 1

Is = — (—’17,2 Sin(fig, — 5) — U3 sin(i5) + g COS(CE5 — 6) + us COS(OLT) — mT534:T:6)
mrIa

. 1
Fo = . (@2asin(8) + Gaa cos(d) — usb)
T

kompakt notasyonda: i = f(&, 1)



3 serbestlik dereceli basit arac modeli

dogrusallastirma (1/2):
(varsayim: ileri yonde sabit hiz vr)

0 0
0
0
- 0 -
Tqg = Uqg = 0
Ur,0 0
0 0
L 0]
A~ ~ A~ ~
T=T— T4 U=1U—1Uqg

&= Vzf(xg,ug) x+ Vaf(zg, ug)u

24 4B




3 serbestlik dereceli basit arac modeli

dogrusallastirma (2/2):

00 0 1 0 0
00 UT,0 0 UT,0 0
4|00 0 0 0 1
00 0 0 0 O
00 0 0 0 -1
00 0 0 0 0]
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
B=10 1/mp 1/mr 0 0
0 0 0 L L
mruT,0 mrvT,0
0 0 0 Ir I

T = Az + Bu




3 serbestlik dereceli basit arac modeli

sadelestirme 1: dogrusal lastik modeli

aKp .
Fy7F:—KFOéT— F¢+KF5
UT0
bKpg .
Fyr = —Kpar + —2y
UT0

sadelestirme 2: ileri yonde kuvvetler 0
Fx,F =0 Fx,R =0

sadelestirme 3: x ve vy durumlari modele dahil olmasin



3 serbestlik dereceli basit arac modeli

sadelestirmelerle dogrusal model su sekilde olusur:

0 v Ur 0
0 0 0 1
. aKp—bKp
4=1o _Kprkp MO
mruT,0 MTUT,0
0 __aKp—bKp _a2KF-|—b Kgr
It Itvr o
0
0
B = Kr
mruT,o
aKF

IT



3 serbestlik dereceli basit arac modeli

model parametrelerinin sayisal degerleri: vrg = 16.7 m/s,
Krp=Kpr=9.1-10*" N/rad, my = 1300 kg, a = 1.6 m,
b=19m, Ir = 10* kgm?

dogrusal model sayisal olarak su sekilde olusur:

0 16.7 16.7 0
0 0 0 1
A= 0 0 -84 -093
0 0 25 34
0
0
B = 4.2

14.7



Direksiyon kontrol sistemi blok diyagrami

arac :
Fer =W giris u
Fop=U0f § i . T v
: . iy
ll'. .-' ']
e » I
& kontrold:
i 4 F - -l
satfelu =~ K- rJe— |
o | B
1 &



Ozdeger atama ile kontrol tasarimi

Tasanm 1) A(A — BK;) = {0.3,0.35,0.8,0.9}
K, = [0.07 1.8 0.2 0.5}
Tasarim 2) A(A — BK>) = {0.4,0.45,0.6,0.7}
Ky = [0.3 34 0.7 0.4]
Tasarim 3) A\(A — BK3) = {0.1,0.15,0.2,0.25}
Ky = [3.6 12.8 6.7 —0.8]

y() 5(t)




Bolim 10

Optimal kontrol ve kestirme



Alt Bolim 1

Dogrusal karesel regilatér (LQR)



Dogrusal karesel (LQ) kontrol

Asagidaki AZD sistemi ve amag fonksiyonunu ele alahm

dk+U:Aﬂ)+BM) (z € R", u € R™)
—1

J((0),U) = 2" (N)Qna(N Z (2" ( ) +u” (k) Ru(k)

J(x(0),U) kontrol amacini z(k)'i orijine getirmek ve u(k) nun
kiiciik degerler almasi olarak ifade eder. Buradaki Qn € R™*",
Q € R™" ve R € R™*™ agirliklandirma matrisleridir
Qn=Q% =0,Q=QT =0, R=RT » 09),

9P ¢ R™*™ formundaki bir matris icin P = 0 P'nin pozitif tammh (tim
x #0, z € R” icin 7 Pz > 0) oldugunu, P = 0 ise P'nin pozitif yari-tamimh (tim
x #0, z € R” igin 27 Pz > 0) oldugunu belirtir



Dogrusal karesel kontrol

J(x(0),U) fonksiyonunu minimize eden

u(N —1)
formundaki kontrol girisleri dizisini hesaplamak istiyoruz.

Ornek: Qn =0, Q = diag(q1, ..., qn), m =1

N-1

J(@(0),U) = Y (q:a?(k) + Ru?(k))

k=0



Dogrusal karesel kontrol

dogrusal karesel optimal kontrol problemi:

N—
L T T
minimize T(NYQnz(N Z_: (x +u (k:)Ru(k))
J(2(0),0)
bagh z(k+1) = Az(k) + Bu(k), k=0,...,N —1

> N: zaman ufku
27(k)Qz(k): z'in orijinden sapmasini ifade eden terim
» uT(k)Ru(k): eyleyici etkinligini ifade eden terim
2T (N)Qnz(N): son durum x(N)in orijinden sapmasini ifade eden
terim
J(x(0),U)'deki @, R ve Qn matrisleri optimal kontrol tasarimindaki
ayarlama parametreleridir ve dogrudan fiziksel /ekonomik niceliklerle
iliskilidirler.



LQ optimal kontrol probleminin ¢coziimii

1) 11 o o ... o z(1)
z(2) 0 Q@ 0o ... 0 x(2)
J(x(0),U) = 2T (0)Qxz(0) + : Do :
(N —1) 0o ... 0 Q 0 z(N —1)
z(N) 0 0 0 Qn z(N)
Q
R 0 0 u(0)
0 R 0 u(1)
[0 «T) ... uT(N-1)]|.
0 o RJ lun-1)
R
z(1) B 0 ... 0 u(0) A
x(2) AB B ... 0 u(1) A?
N : : : : : .=
x(N) AN;lB AN;2B B u(N.— 1) AN
g T/

J(x(0),U) = 2T (0)Qx(0) + (SU + Nz(0))TQ(SU + Nxz(0)) + UTRU

= LT (R4 5T U + 2T (0)2NTOS U + a7 (0)2(Q + NTON) 2(0)
2 N———— N—— 2 \—)/,_/

H F



LQ optimal kontrol probleminin ¢coziimii

Bu tanimlar yardimiyla
J(2(0),U) = 2" (N)Qnaz(N Z (=" ) + T (k) Ru(k) )

olarak verilen amag fonksiyonunu sistemin durum yaniti ifadesini
(z(k) = AF2(0) + K} A°Bu(k — 1 — 1)) yerine yazarak
1 1
J(2(0),U) = 5UTHU +2T(0)FU + 5a;T(O)Ya;(o)
seklinde yeniden yazdik. Bu ifadenin gradyanini alip 0'a esitleyerek
optimal kontrol girisleri dizisi U'yu hesaplayabiliriz:
0= VyJ(z(0),U) = HU* + FTz(0)
u*(0)
u*(1
U* = ( ) = —H'FTz(0)
u*(N —1)
Bu, agik ¢evrim bir ifadedir: u(k) = ¢(x(0)), k=0,1,...,N —1



Dogrusal karesel regiilator (LQR)

» Ozdeger atamayla durum geri beslemeli kontrolde
kapali-cevrim 6zdegerlerin belirlenmesi gerekir.
» Kapali-cevrim 6zdegerlerin otomatik ve optimal bicimde
belirlenmesi kontrol tasarimi agisindan daha uygundur.
» Otomatik kontroldeki temel amaclar sunlardir:
1. Kontrol hatasi e(k)'nin (e(k) = x(k) — r(k)) kiigiik
degerler almasi (regiilasyonda r(k) = 0)
2. Kontrol girisi u(k)'nun kiigiik degerler almasi

bunlar birbiriyle celisen amaclardir

Dogrusal karesel regiilator yontemiyle kapali-cevrim 6zdegerleri
otomatik ve optimal bicimde belirleyen bir dogrusal durum geri
beslemeli kontrolor tasarlamak mimkindiir.



Dogrusal karesel regiilator

Dinamik sistemler uzun zaman ufuklarinda (prensipte sonsuza
kadar) calistirilirlar. Dogrusal karesel bir optimal kontrol amag
fonksiyonunu z(k) baslangic durumu ve N — oo icin yazarsak:

Toa(B) = 3 (7 ()Qu(i) + o (ORu()) (1)

i=k

ifadesini elde ederiz.

AZD sistem x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) igin Joo(z(k))'yi
minimize edecek u(k) = —Kxz(k) formunda bir dogrusal
durum geri beslemeli kontrolor tasarlamak istiyoruz. Bu
probleme dogrusal karesel regiilator problemi denir.



Dogrusal karesel regiilator

Too(a()) = 3 (7 () Qi) + u” (i) Ru(i))

i=k

ifadesi su sekilde yazilabilir
Joo(x(k)) = (2" (k)Qu(k) + u” (k) Ru(k)) + ...

i (2" (0)Qu(i) + u” (i) Rul(i))
veya

oo (k) = (27 (B)Qu (k) + uT (k) Ru(k)) + Joo(x(k + 1))
(2)



Dogrusal karesel regiilator

Optimal deger fonksiyonu, amag fonksiyonunun optimal
degerini veren fonksiyon olarak tanimlanir:

JE (z(k)) = mmZ( )+ u” (i) Ru(i) )

Jw(x(k))

J* (x(k))'nin su formda oldugunu varsayalim:

o0

Jo(@(k)) = a* (k) Px(k) (3)

Burada P € R™" bir matristir. Eger bu varsayim yoluyla
optimal dogrusal durum geri beslemeli kontrolorii bulabilirsek
varsayimin gecerli oldugunu soyleyebiliriz.



Dogrusal karesel regiilator

Denklem (3)'t denklem (2)'de yerine yazarsak:

T (x(k)) = 2T (k) Px(k) = (a:T(k)Qx(k) + uT(k)Ru(k)> +...
T (k+1)Pz(k +1)
Bu ifadede z(k + 1) = Az(k) + Bu(k)'i yerine yazarsak
To(@(k)) = (27 (k)Qu(k) + u” (k) Ru(k)) + ... (4)
(Az(k) + Bu(k))" P (Ax(k) + Bu(k))
optimal kontrol problemi JX (x(k))'yi u(k)'ya gére minimize etme

problemine donusir. JZ (z(k))'nin u(k)'ya gore tirevini alip 0'a
esitlersek:

8‘]5*015&()’“)) = 27 (k)Pz(k) = Ru(k) + BT P (Az(k) + Bu(k)) = 0

(R+ BTPB)u(k) = —B" PAx(k)




Dogrusal karesel regiilator®

Buradan optimal kontrol girisi su sekilde
yazilabilir:

u(k) = — (R + B"PB)"' B"PAx(k)

.

= i

i

Rudolf E.
Kalman
(1930-2016)

Bu ifadeden de optimal kontrolor kazang matrisi
su sekilde bulunur:

K = (R+B"PB)  B"PA (5)

Bu sekilde tasarlanan dogrusal durum geri
beslemeli kontrolore dogrusal karesel regiilator
denir.

20Rudolf E. Kalmén. Boletin de la Sociedad Matematica Mexicana 5.2 (1960),
pp. 102-119. URL: https://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.
1.1.26.4070&rep=repl&type=pdf.


https://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.26.4070&rep=rep1&type=pdf
https://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.26.4070&rep=rep1&type=pdf

Dogrusal karesel regiilator

P'yi bulmak i¢in, denklem (4)'te u(k) = —Kx(k) ifadesini
yerine yazarsak

2"(k) (A= BK)" P(A= BK) = P+ Q+ K"REK) (k) = 0

Bu ifadenin tim x(k) durumlari icin saglanmasi gerektiginden,
ifade

(A-BK)"P(A-BK)-P+Q+K'RK =0 (6)

olarak yazilabilir.



Dogrusal karesel regiilator

Denklem (5)'i denklem (6)'da yerine yazarsak
(gesitli sadelestirmelerden sonra)

P=ATPA+Q— ... | il
A"PB(R+ B"PB)  B"PA Jacopo F.

_ _ . (1676-1754)
ifadesi elde edilir. Bu denkleme ayrik-zamanl

cebrik Riccati denklemi adi verilir. Bu denklem
¢oziilerek P'nin bulunmasi ile dogrusal karesel
regilator kazang matrisi hesaplanabilir.



Dogrusal karesel regiilator
Teorem: z(k + 1) = Az (k) + Bu(k) sistemi kararlilastinlabilir ve
Too(@(0)) = 3 (27 (k)Qu(k) +u” (k) Ru(k))
k=0

icin @ =0, R>0ve (4,Cy) (Q = Cqu) tespit edilebilir olsun.
Bu durumda dogrusal karesel regiilatér u(k) = —Kx (k)
kontroliindeki kapali-cevrim sistem asimptotik kararlidir (yani,

A — BK matrisinin tiim 6zdegerleri birim cemberin igindedir).
Dogrusal karesel regiilator tasarim proseduirii:

1. Agirliklandirma matrisleri Q@ = QT = 0 ve R = RT > 0'yi sec

2. Ayrik-zamanl cebrik Riccati denkleminden P'yi hesapla

-1
3. K = (R + BT PB) BT PA ifadesinden optimal kontrolor
kazan¢ matrisini hesapla



Dogrusal karesel regiilator

Ornek:

)= 3 (a7 (R)Qu(k) + ot (k) Ru(k))

k=0
Q= [g 8] p>0 R=1
p=10— K = [0.817 1.75], eig(A — BEK) = 0.125 + 0.226;

p=01—K=1[0211 0.765], eig(A — BK) = 0.618 & 0.256;
p=0.001— K = [0.028 0.251], eig(A — BK) = 0.875 % 0.11]



Dogrusal karesel regiilator

1

=05
P>

— ) = 10
—_—p=0.1
p =0.001
Il Il ‘
10 15 20
k
10 15 20



Dogrusal karesel regiilator

pkg load control 7 GNU Octave benzetimi
A =T[11;0 11;B = [0;1];
rho = 0.1;Q = [rho 0;0 0];R = 1;
K = dlqr(A,B,Q,R);x0 = [1;0];
x = NaN(2,21);x(:,1) x0;
u = NaN(1,20);
for k = 1:k_max
u(: ,k) = -Kxx(:,k);
x(:,k+1) = Axx(:,k) + Bxu(:,k);
end




LQR ile kontrol tasarimi

Ornek: Arag direksiyon kontroli
Tasarim 1) A\(A — BK3) = {0.4,0.45,0.6,0.7}
Ky=[03 34 0.7 04] (6zdeger atama)
Tasanm 2) Q = I, R =1000, K79 = [0.03 0.6 0.08 0.1]
Tasanm 3) Q =1, R=1, K;9% =04 3 08 04]

1 0 0 O
|0 20 0 O _ LQR _
Tasanm4) Q= | o | | B=01 K59 = [05 42 1 05]
0 0 0 1
¢
6 y(t)
EX
g z
=] <
EE
0 B _ ]




Alt Bolim 2

Dogrusal karesel kestirici (LQE) (Kalman filtresi)



Dogrusal karesel kestirme (LQE)

Problem: Goézleyici 6zdegerlerini optimal (durum gézleme hatasi
eq(k) £ z(k) — 2(k)'yi minimize edecek) bigcimde belirlemek istiyoruz.

*rl'l kl algilaye vl k)
wi k) xk)
—r—t A, B | (7
el wik)

k]
gozleyici f—m{ '

Gozleyiciye iki kaynaktan enformasyon gelir: 1) Algilayici él¢iimleri, 2)
dinamik sistemin modeli. Bu iki kaynagi, giivenilirliklerini olasiliksal olarak
ifade ederek (stire¢ ve algilayici giriltist (w(k) ve v(k)) ile), optimal
sekilde birlestirmemiz gerekir. Dogrusal karesel kestirici (Kalman
filtresi) bu problemin ¢éziimidiir ve giinimiizde miihendislikte (ve diger
alanlarda) en yaygin kullanilan durum kestirme yontemidir.

(not: durum kestirme = durum goézleme + giiriilti modeli)




Modelleme varsayimlan

Surec¢ bir stokastik dogrusal sistem olarak modellenir:
z(k+1) = Az(k) + Bu(k) + w(k) x(0) =g
y(k) =Cx(k)+v(k) zeR", ueR™ yeR?

» siirec giriltist w(k) € R™ beyaz giiriiltii (Ew(k)] =0 (sifir
ortalamali), E[w(k)w” (i)] = 0Vk # i (zamanda bagintisiz),
Elw(k)w” (k)] = Q = 0 (pozitif yari-tanimli kovaryans matrisi)

» algilayic girdltisi v(k) € R? beyaz giiriiltii (Efv(k)] = 0 (sifir
ortalamali), E[v(k)v” (i)] = 0Vk # i (zamanda bagintisiz),
Elv(k)vT (k)] = R = 0 (pozitif tamimli kovaryans matrisi)

» baslangic durumu xy € R™ rastlantisal vektor, E[zy] = Zo,
E|(xo — o) (w0 — Z0)"] = Py = 0

> w(k), v(k ) ve 7o vektérleri zamanda bagintisiz (E[w(k)v? (i)] = 0,
Elw(k)zj] = 0, E[v(k)z(] =0, V&, i € Z)

» w(k), v(k) ve xo vektorleri normal dagilima uyan rastlantisal

vektorler (w(k) ~ N(0,Q), v(k) ~ N (0, R), xg ~ N (Zg, P))



Kalman filtresi

k anina kadar olan ¢ikislan (y(x) : 0 < k < k) kullanarak
kestirme hatasi z(k) — Z(k)'nin karesinin ortalamasini, yani

olarak verilen ifadeyi minimize eden durum kestirimi z(k)'i
hesaplayan bir durum kestirici tasarlamak istiyoruz.

Bu dogrultuda kapali-cevrim bir dogrusal durum gozleyici
yapisini ele alalim:

#(k +1) = A2(k) + Bu(k) + L(y(k) — C2(k))



Kalman filtresi?

Teorem: Sayfa 299 ile verilen stokastik dinamik sis-
temi, siire¢ ve algilayici giriltisiind ve baslangic du-

rumunu ele alahim. (A, C) tespit edilebilir ve (A, By) 3
(Q = B,BI') kararlilastinlabilir olsun. Bu durumda:
1) Kestirme hatasinin karesinin ortalamasini minimize bi
eden gozleyici kazang matrisi su sekildedir: Rudolf E.
Kalman
I — APCT (CPCT " R)*l (1930-2016)

(P = APAT — APCT (CPCT +R) ' CPAT 1 Q)

2) Gozleyici asimptotik kararlidir (yani, A — LC ma-
trisinin tim 6zdegerleri birim ¢emberin icindedir)

21Rudolf E. Kalman. Journal of Basic Engineering 82.1 (1960), pp. 35-45. URL:
https://www.cs.unc.edu/~welch/kalman/media/pdf/Kalman1960.pdf.


https://www.cs.unc.edu/~welch/kalman/media/pdf/Kalman1960.pdf

Kalman filtresi

Ornek:

ok +1) = ﬁ” _00'82] (k) + w(k)

y(k) = [1 0] z(k) + v(k)

wt) = )] wt~ w00 Q=)
o(k) ~ N(O,R) R=1

p_ [0.1183 0.11051 I lo.noﬂ

TV

0.1105 0.1068 0.1058



Kalman filtresi

0.1
2
0.05
S = 9
3 =
-0.05
-2
-0.1

20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
k k
20
15
g g
£ 10 =
[} [}
H H
5
0
-0.1 0 0.1

wl(k)



Kalman filtresi

10 8
—x3(k)
6 22 (k)
5 4
2 b "
o,
0 0 Ny
S
-2
5 -4
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120

k k



Kalman filtresi

pkg load control 7 GNU Octave benzetimi
A = [1.81 -0.82;1 0];C = [1 0];

k max = 120;Q = [5e-4 0;0 10e-4];R = 1;
P = dare(A',C',Q,R);

L (AxP*C')*xinv (C*P*xC' + R);

X NaN(2,k max+1);x(:,1) = [1;-1];

xh = NaN(2,k max+1);xh(:,1) = [-1;1];

y = NaN(1,k_max);randn("state",0)

W sqrt (Q) *randn(2,k_max) ;

v sqrt (R) *randn (1,k_max) ;

for k = 1:k max

x(:,k+1) = A*xx(:,k) + w(:,k);

y(:,k) = Cxx(:,k) + v(:,k);

xh(:,k+1) = Axxh(:,k) + L*(y(:,k)-C*xxh(:,k));
end




Kalman filtresi ayar

>

>

Gercek bir sistem icin agirliklandirma matrisleri () ve
R’'nin sayisal degerlerini belirlemek genellikle zordur.

R'deki diyagonal terimler algilayici cikislarinin ne kadar
guriltila oldugu ile ilgilidir. Algilayici
spesifikasyonlarindan veya kaydedilen Olciimlerden R ile
ilgili ¢ikarimlar yapilabilir.

Q'yu dogrudan fiziksel girilti ile iliskilendirmek (R'ye
gore) daha zordur. ) esasen z(k + 1) = Az(k) + Bu(k)
formundaki modelin ne kadar hassas oldugu ile ilgilidir.
Q ve R Kalman filtresi icin (LQR'deki duruma benzer
sekilde) ayar digmeleridir.

(Q'ya gore R'nin kiiciik olmasi halinde Kalman filtresinin
yakinsamasi hizli olacaktir.



Alt Bolim 3

Dogrusal karesel Gauss (LQG) kontrol



Dogrusal karesel Gauss (LQG) kontrol

Dogrusal karesel Gauss kontrolde dogrusal karesel regulator
(LQR) ile Kalman filtresi (KF) birlikte kullanilir.

Asagidaki stokastik dogrusal sistem modelini ele alalim:
z(k+1) = Az(k) + Bu(k) + w(k) x(0) = zq
y(k) =Cx(k)+v(k) zeR", ueR™ yeR?

w(k) ~ N(0,Qxr) v(k) ~N(0, Rxr) 0~ N(Zo, P)
Qrr >0, Py =0, Rxp >~ 0, w(k) ve v(k) beyaz girilti
LQG ile sistem durumu z(k) yerine cikis y(k)'nin ol¢cildiga hal

icin asagidaki amag fonksiyonunu minimize etmek istiyoruz

oo

J(x(0),U) = > (2" (k)Qrora(k) + u” (k) Rugru(k))

k=0
Qror =0 Rror >0



Dogrusal karesel Gauss kontrol

LQR ve Kalman filtresi icin gereken varsayimlari yapalhm:

> (A, B) kararllastinilabilir ve (A, C;) (Qrgr = C,CY)
tespit edilebilirdir

> (A, B,y) (Qkr = ByB]) kararllastinilabilirdir ve (A, C)
tespit edilebilirdir

LQG kontroldr tasarimi su sekilde yapilir:

1. Kontrol girisi u(k)'nun bir kontrolér tarafindan
hesaplandigini ihmal ederek bir Kalman filtresi tasarlayip
optimal gozleyici kazan¢ matrisi L g'yi hesapla

2. Sistem durumu z(k)'in bilindigini (yani, giriltisiz
olgulebildigini) varsayarak bir LQR tasarlayip optimal
kontrolor kazang matrisi Kgr'yi hesapla



Dogrusal karesel Gauss kontrol

#!."i r) algilayic i)

-!I'II -lll :' |': |II..|
—ml O e

SR Kalman ,_J

L — Mo e—] . :
ok filtresi

SLErEL

kontroldr

Dinamik cikis geri beslemeli kontrolérdeki duruma benzer
sekilde (ayrisma prensibinden dolay1) LQG kontrolde
kapali-gevrim sistem ve gozleyici 6zdegerleri A — BKgr ve
A — LgprpC matrislerinin 6zdegerleridir. Kapali-gevrim sistemin
ve gozleyicinin 6zdegerleri birbirinden bagimsiz olarak
tasarlanabilir.



Dogrusal karesel Gauss kontrol

Ornek:

z(k+1) = [1'51 _00'821 z(k) + [ﬂ u(k) + w(k)
y(k) = [1 0] z(k) + v(k)

10
Qr = [0 11 R, =0.1

v(k) ~N(0,R.) R.=1

0.1105]

K=[-1976 1.338] L= [0.1058



Dogrusal karesel Gauss kontrol

pkg load control 7 GNU Octave benzetimi

A = [1.81 -0.82;1 0];B = [0;1];C = [1 0];

D = 0;k _max = 120;Qe = [6e-4 0;0 10e-4];Re=1;
Qr = [1 0;0 1];Rr = 0.1;K=dlqr(A,B,Qr,Rr);
P=dare(A',C',Qe,Re) ;L=(A*P*C')*inv (C*P*C'+Re) ;
x = NaN(2,k max+1);xh = NaN(2,k max+1);
x(:,1)=[1;-1];xh(:,1)=[-1;1];y=NaN(1,k_max);
randn ("state",0);w = sqrt(Qe)*randn(2,k_max);
u = NaN(1,k _max);v = sqrt(Re)*randn(l,k_max) ;
for k = 1:k _max
y(:,k)=C*x(:,k)+v(:,k);u(:,k)=-K*xh(:,k);
xh(:,k+1)=Axxh(:,k)+B*xu(: ,k)+...
Lx(y(:,k)-C*xxh(:,k));

x(:,k+1)=A*xx(: ,k)+Bxu(: ,k)+w(:,k);

end




Alt Bolim 4

Ozdeéerler, basarim ve LQR



Ornek A: iki boyutlu AZD sistem

—

0005 T(K) @ =0.05 A(4) = {0.95+0.016}

ek +1) = locf

1 0 1 BT
= z(0) = x x(k) =49.9
Q=Y =]l St Qu
L k=0
, 1 (k) ) (k)
0\\__/ 0
-2
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
k k
1 1
| 0 |
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120

k k



Ornek A: iki boyutlu AZD sistem

—

0.005| T(k) @ =010 A(4) = {0.95 £ 0.088i}

ek +1) = lo(f

Qz_(l) ﬂ x(O):H I;)x (B)'Qxz(k) = 35.3

9 xl(k) 9 mz(k)

O\

-2
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
k k
2 2
zi(k z5(k
) H®) ) {0
1 1
0 - 0 -
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120

k k



Ornek A: iki boyutlu AZD sistem

—

0.905| (k) a=0.15 A(A4) = {0.95+0.142i}

ek +1) = lo(f

Qz_(l) ﬂ x(O):H ];)x (B)'Qu(k) = 34.4

9 xl(k) 9 mz(k)

0 N\ 0,\

\/ N\
-2

20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120

k k
(k) w3 (k)

| 0 |
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
k k



Ornek A: iki boyutlu AZD sistem

—

0.005| T(kK) @ =020 A(A) = {0.95 £ 0.194i}

ek +1) = lo(f

1 0 1 BT
= z(0) = x T =40.1
Q=Y =]l St Qu
L k=0
, 1 (k) ) (k)
N AN 0,\ N\
\/ ¥ \V}
) -2
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
k k
) 22(k) , 3(k)
1 1
0 ] 0 .
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120

k k



Ornek A: iki boyutlu AZD sistem

w(k+1) = [0('}9 05351 (k)

[e.e]

o= §] w0 =[] s@=X e Qun

k=0

J
170 (Oé)

135+

100 +

65 |

30

0 005 01 015 02 025 0.3



Ornek B: iki boyutlu, bir girisli AZD sistem

w(k+1) = [851’ 0‘3515] (k) + m u(k) K=[-07 0.1]

AA = BK) = {0.808 + 0.283j} Q — [(1) ﬂ R=01 «(0)= m
o0
Z ((k)T Q(k) + u(k)T Ru(k)) = 45.5
k=0
. z1(k) x2(k) u(k)
2{\ 0.5
) - 0.5
) 20 40 60 20 40 60 20 40 60
; k
2 2 2
L@ N R (o
4
0.5 0.2
h._
0 0 0 |
20 40 60 20 40 60 20 40 60



Ornek B: iki boyutlu, bir girisli AZD sistem

z(k+1) = [8:? 0__8515] x(k) + m u(k) K=[-06 02]

MA — BK) = {0.848 £ 0.259j} Q = [(1) ﬂ R=01 «(0)= m
o0
Z a(k)T +u(k)T Ru(k)) = 20.2
k=0
. 1 (k) 2 (k) u(k)
2 '\ 0.5
0 s 0 0 —
\4 v \/
1 - 0.5
) 20 40 60 20 40 60 20 40 60
k k k
2 2 2
0 N (O (O
4
0.5 0.2
L 2l
0 [ 0
20 40 60 20 40 60 20 40 60



Ornek B: iki boyutlu, bir girisli AZD sistem

z(k+1) = [8:? 0__8915} x(k) + m u(k) K=[-05 03]

MA — BK) = {0.798 £ 0.223j} Q = [(1) ﬂ R=01 «(0)= m
o0
Z a(k)T +u(k)T Ru(k)) = 11.8
k=0
. 1 (k) 2 (k) u(k)
2 0.5
R 0 \ v
1 - 0.5
) 20 40 60 20 40 60 20 40 60
k k k
2 2 2
() LBmE e
4
0.5 0.2
l )
0 O‘ Ol
20 40 60 20 40 60 20 40 60



Ornek B: iki boyutlu, bir girisli AZD sistem

w(k+1) = [851’ o 3915} (k) + m u(k) K=[-04 04]

MA = BK) = {0.748 + 0.164} Q = [(1) ﬂ R=01 «(0)= m
o0
Z z(k)T +u(k)T Ru(k)) = 7.95
k=0
. 1 (k) 2 (k) u(k)
2 0.5
0 0 \ 0
1 - 0.5
) 20 40 60 20 40 60 20 40 60
k k k
2 2 2
R (o A
4
0.5 0.2
2
0 o‘ 0
20 40 60 20 40 60 20 40 60



Ornek B: iki boyutlu, bir girisli AZD sistem

w(k+1) = [891’ o ggg} (k) + m u(k) K=[k k] a(0)= m 0= {(1) ﬂ
R=0.1 J(k1, ko) = (z(k)T Qu(k) + u(k)" Ru(k)) K"?F =[-0.215 0.949]
k=0

. *|_II|EI|




Kisim I

Optimizasyon



Kisim I1I: Optimizasyon

11.

12.

13.

Giris

Tanim ve notasyon

MPC ve optimizasyon

Bazi 6nemli problem cesitleri
Uygulama ornekleri
Optimizasyon yontemlerinin siniflandiriimasi
Kaynaklar

Optimizasyonun temelleri
Temel kavramlar

Kiime olusturucu notasyonu
Disblikey optimizasyon
Dualite ve optimalite sartlari
Optimizasyon algoritmalari
Kisitsiz optimizasyon

Esitlik kisith optimizasyon

lc nokta yontemleri



Bolim 11

Giris



Alt Bolim 1

Tanim ve notasyon



Optimizasyonun tanimi

Optimizasyon, cesitli
kisitlar altinda mevcut
secenekler arasindan
belirli bir dlciite gore en
iyisini segcmek icin
kullanilan yontemler ve
bunlarin teorisini
kapsayan uygulamali
matematik dalidir.

f[rl;:r:l




Nicin optimizasyon ogrenmeliyiz?

Optimizasyon yontemleri cesitli alanlarda ¢ok farkli
uygulamalarda kullaniimaktadir:

» Miihendislik: Teknik sistemlerin tasarimi, operasyonu,
kontrolii

» Bilim: Kestirme; modellerin dl¢tlen veriye uydurulmasi;
deney tasarimi

» Ekonomik faaliyetler: Finans; fiyatlandirma; lojistik,
yatirim, Gretim gibi etkinliklerde kaynak tahsisi/planlama

» Makina 6grenmesi: Model egitimi

> ...



Optimizasyon problemi

minimize fo(x)

bagh fi(x)<0,i=1,...,m

» x € R" (karar degiskenleri vektori)

» fo:R™ — R (amag fonksiyonu)

> fi:R*" >R, i=1,...,m (esitsizlik kisiti fonksiyonlar)
» h,:R" = R,i=1,...,p (esitlik kisiti fonksiyonlari)



Ornek

Kisitsiz, bir boyutlu optimizasyon problemi

minimize x°
reR

1
[\
8 O98



Ornek

Esitsizlik kisith, bir boyutlu optimizasyon problemi
2

minimize x
reR

bagh 1—2<0




Ornek

Esitsizlik kisith, iki boyutlu optimizasyon problemi

.. 2 2 x
m|2€|%12|ze T+ x5 T = lxj fo(z) = x% +933
o 2
bagh 1+ 27— 122 <0 fi(r) =1+a] -2
1—2:<0 folz)=1-2
45
)
2
0




Ornek

Esitlik ve esitsizlik kisitli, iki boyutlu optimizasyon problemi

<[] e
bagli 1+x%—x2§0 fil@) =1+2% — 29
-2, <0 fo(z) =1 -2
To+2x1—6=0 hi(z) = w3 + 221 — 6
6= 7
N /

\\}
|
I8

]

I

|
¥




Alt Bolim 2

MPC ve optimizasyon



LQR (hatirlatma)

dogrusal karesel (LQ) optimal kontrol problemi:

oo
* A e T T
V(o) = minimize >z, Quy + u) Ru,
Uk § =0 k=0
bagh ~=0,...,00:

ZTwy1 = Az, + Bu,

problemin analitik ¢ozimi (LQR):
v =—K*z
K*=(R+B"PB) ' B"PA
P=A"PA+Q-A"PB(R+B"PB)  B'PA

optimal deger fonksiyonu: V*(z) = 27 Px



Kisith optimal kontrol

kisith, dogrusal karesel (LQ) optimal kontrol problemi:

minimize i ' Q. +ul Ru,
{M}Z‘Lo k=0
bagh k=0,...,00:
Twr1 = Az, + Buy
z, € X (durum kisitlan)

u, €U (giris kisitlar)

LQR'nin aksine, bu problemin analitik ¢oziimii yoktur. kisith
optimal kontrolde, problemin sonlu ufuklu halinin gercek
zamanda tekrarlanan sekilde ¢oziilmesiyle geri besleme
saglanir. bu ydonteme model 6ngoriili kontrol (MPC) denir.



Dogrusal model ongoriilii kontrol

dogrusal model éngoriilii kontrol (MPC) problemi:

N—1
minimize > 2l Quy + ul Ru,
{ur}ilo k=0

bagh xz¢=xz(k) (6l¢iim)
k=0,...,.N—1:
Tpp1 = Azy + Bu,
T, € X
u, €U

disblikey X' ve U ile pozitif tanimli ) ve R icin, bu problem bir
disbiikey karesel programdir (QP).



MPC kontrollii geribesleme cevrimi

=1
2 2k = angnrin E ||!_l'.'.. t ..:: Hii,
BT
bafh 1,
] I 1
i 1z, T,
y
w, £
1 =
mkl} T Ty W T
‘G + ) duaigam el &)
ELi% -

her ayrik zaman adimi k icin:
» su anki durum z(k)'i 6l¢/kestir
» MPC problemini ¢ozerek optimal kontrol girisleri dizisi
u*(z(k))'yu hesapla
» dizinin ilk elemani ug'yu uygula



Alt Bolim 3

Bazi onemli problem cesitleri



Dogrusal program (LP)

(not: program = optimizasyon problemi)

minimize c’x
TeR™
bagh Ax <b
Ex=ce¢
L)
wE

o]

I3


https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_programming

Karesel program (QP)

minimize 27 Qz + ¢’z
reR™

bagh Ax <b
Fr=e

T2
Solie)

Iy T


https://en.wikipedia.org/wiki/Quadratic_programming

Disbiikey program (convex program)

minimize fo(x)

bagh x €

(fo disbiikey fonksiyon, €2 disbiikey kiime)

folz)



https://en.wikipedia.org/wiki/Convex_optimization

Dogrusal-olmayan program (NLP)

minimize fo(x)
bagh fi(z) <0,i=1,...,p
hi(z)=0,i=1,...,m

(fo. hi ve f; tiirevlenebilir)

falz)

i Iz


https://en.wikipedia.org/wiki/Nonlinear_programming

Karma-tamsayili program (MIP)

s Jolon2)

bagh fi(z,2) <0,
hi(x,z) =0, i

"
-:.-T-i
=8 ®wm ®» = &
-
ey ® B & @ &
-'--..
o
e I ® ® 8§ @® ®
1
1
| - L] - - - L] - L)
|
v s = 5 B % & @
\
II' . @ ¥R S
1
L. - - [ [ ] [ ] -
-
S o

-
<]



https://en.wikipedia.org/wiki/Integer_programming

Alt Bolim 4

Uygulama ornekleri



Uretim planlama (LP)

minimize  — (rixy 4 rox2)

bagh x1+x2 <=
T <11

To < X9

x1/xy € R 2 drin 1/2'nin Gretilme miktar
r1/ro @ Urin 1/2'den elde edilen kar

T : stoktaki ham madde miktari

xq : Uretilmesi gereken minimum (riin 1 miktar
Zo © Uretilmesi gereken minimum (Griin 2 miktar


https://en.wikipedia.org/wiki/Production_planning

Stigler tayin problemi* (LP)

minimize c1x1 + ¢
T1,T2
baéh K < kixi+ koxo < K
P < vz + vexy < P li

O S T 0 S ) George J. Stigler
(1911-1991)

x1/x9 € R : peynir/ekmek miktar (kg)

c1, ¢2 @ peynir/ekmek fiyati ($/kg)

ki, ko : peynir/ekmek kalori degeri (kilokalori/kg)
v1, U9 : peynir/ekmek protein miktari (g/kg)

K, {( : minimum /maksimum kalori degeri
P, P : minimum/maksimum protein miktari

22George J Stigler. Journal of Farm Economics 27.2 (1945), pp. 303-314.


https://en.wikipedia.org/wiki/Stigler_diet

Markowitz portféy problemi?® (QCQP)

minimize  — (121 + poxs)

bagh x1 + x5 = 100
eTYe <17%1/4
0 S T 0 S )

x1 € R : varlik 1'deki pozisyon (%)

x9 € R : varlik 2'deki pozisyon (%)

w1 o varlik 1'in beklenen getirisi

o o varhk 2'nin beklenen getirisi

> @ varlik getirilerinin kovaryans matrisi

23Harry Markowitz. The Journal of Finance 7.1 (1952), pp. 77-91.

Harry Markowitz


https://en.wikipedia.org/wiki/Modern_portfolio_theory
https://en.wikipedia.org/wiki/Quadratically_constrained_quadratic_program

Birim taahhiit problemi (MIQP)

N
minimize Z(hx%k—i_cll'lk-“
z,8 =1 ’ ’

-I—qug,k + CoTo i
bagh k=1,...,N:

0 e < w1 g < 01T

Oa kLo < Top < 02T

Tig + Top = T

d11/02% € B : santral 1/2'nin k periyodunda ¢alisma durumu
x1 /T2 € R 1 santral 1/2'nin k periyodunda gli¢ dretimi
x1/%1 : santral 1'in Gretebilecegi minimum /maksimum gii¢
Zo/Zo : santral 2'nin lretebilecegi minimum /maksimum giic
qlxik + c1x1 ), santral 1'in k& periyodunda ¢alisma maliyeti
qzxgyk + c122, : santral 2'nin k periyodunda ¢alisma maliyeti
Tk : k periyodundaki tahmini giic talebi


https://en.wikipedia.org/wiki/Unit_commitment_problem_in_electrical_power_production

Dijital devre tasarimi** (GP)

minimize D(z;)

3

bagh P(x;)

(i
1<z,1=1,...,n

n : devredeki cihaz (kapi) sayisi

x; € R : cihaz i'nin 6lgek faktori

D : devredeki zaman gecikmesi

P(x;) : cihazlarin harcadigi toplam giic

P : devrenin harcayabilecegi maksimum giic

A(xz;) : cihazlanin kapladigi toplam alan

A : devrenin kaplayabilecegi maksimum alan

IA
UL o

NN
IA

24Stephen P Boyd et al. Operations Research 53.6 (2005), pp. 899-932. DOI:
10.1287/opre.1050.0254.


https://en.wikipedia.org/wiki/Geometric_programming
https://doi.org/10.1287/opre.1050.0254

Lojistik planlama (LP)

n m
minimize ZZCijxij

P
* i=1j=1

m
baéll megpz,lzl,,n
j=1

n
Zl’z‘jZdJ‘,j:l,...,m
i=1

QTUZO

x;; € R : i'den j'ye gonderilen miktar
n : Gretim tesislerinin sayisi

m . misteri konumlarinin sayisi

cij © i'den j'ye nakliyenin maliyeti

p; : tesis i'nin dretim kapasitesi

d; : konum j'deki talep



Roket firlatma/indirme® (SOCP)

oL ty
minimize " | 7.(¢)]|dt

bagh #(t) = g+ T.(t)/m(t)
m(t) = —al[T.(t)||
0<p <|Te(®)]] < po

T, : araca etkiyen net itki kuvveti vektori
r : aracin inis ylzeyine goére konum vektori
g : inis gezegenindeki yercekimi ivmesi

m : aracin kiitlesi

« : kitle sarfiyati orani sabiti

p1/p2 o itki genliginin alt/dst sinirlan

25Behcet Actkmese and Scott R Ploen. Journal of Guidance, Control, and Dynamics
30.5 (2007), pp. 1353-1366. DOI: 10.2514/1.27553.


https://en.wikipedia.org/wiki/Second-order_cone_programming
https://doi.org/10.2514/1.27553

Durum geri besleme tasanmi (SDP)

minimize v +n||Y],

bagh WAT + AW +YTBT 4+ BY < —1I
I=<W=<vl

K 2 YW~ : durum geri beslemeli kontrolér kazan¢c matrisi
A : durum matrisi

B : giris matrisi

& = Ax + Bu : sistemin durum uzayi modeli

u = Kz : dogrusal durum geri beslemeli kontrol yasasi


https://en.wikipedia.org/wiki/Semidefinite_programming

Model ongoriilui kontrol

) t+T
min. /t —ppQ(7)cp(T) + csQ(7)dT

bagh 7 € [t,t + T igin:
¢a = (Q(7)/Vr)(ca,f — ca(r))
coo—kpea(T)
¢g = (Q(7)/Vr)(cB,y — cB(T))
et krea(T)
tepkime: A — B
ppQ(t)cp(t): B'den elde edilen kazang
csQ(t): ayrnistirma maliyeti
k.ca(t): tepkime hizi , k,: tepkime hiz sabiti
ca(t)/cg(t): A'nin/B’nin molar derisimi
Q(t): malzeme akisi , Vg: reaktor hacmi
car/cer: A'nin/B’nin besleme derisimi




Alt Bolim 5

Optimizasyon yontemlerinin siniflandiriimasi



Optimizasyon prosediirii

tasanm,
karar alma
probleminin

Luzimi




Optimizasyon problemi cesitleri

Kaynak: https://neos-guide.org/guide/types/


https://neos-guide.org/guide/types/

Optimizasyon algoritmasi cesitleri

kesin algoritmalar
(sinirh siirede ¢éziimi bulma
garantisi vardir)
» birinci-derece yontemler
— gradyan inis
— momentum
» ikinci-derece yontemler
— Newton yoéntemi
— yari-Newton yontemleri
» kisitli optimizasyon

— aktif kiime yontemi

— ardisik karesel
optimizasyon

— i¢ nokta yontemleri

bulussal algoritmalar
(sinirh siirede ¢ozimi bulma
garantisi yoktur)

» tabu arama
» genetik algoritmalar
» benzetilmis tavlama

» parcacik siiri
optimizasyonu
> ...


https://en.wikipedia.org/wiki/Gradient_descent
https://en.wikipedia.org/wiki/Newton%27s_method_in_optimization
https://en.wikipedia.org/wiki/Quasi-Newton_method
https://en.wikipedia.org/wiki/Active-set_method
https://en.wikipedia.org/wiki/Sequential_quadratic_programming
https://en.wikipedia.org/wiki/Sequential_quadratic_programming
https://en.wikipedia.org/wiki/Interior-point_method
https://en.wikipedia.org/wiki/Tabu_search
https://en.wikipedia.org/wiki/Genetic_algorithm
https://en.wikipedia.org/wiki/Simulated_annealing
https://en.wikipedia.org/wiki/Particle_swarm_optimization
https://en.wikipedia.org/wiki/Particle_swarm_optimization

Siirekli/ayrik optimizasyon

siirekli program ayrik program
inimi minimize
minimize  fo(z) minimize  fo(z, 2)
bagh fi(z) <0 bagh  fi(z,2) <0
hi(z) =0 hi(x,z) =0
x reel vektor x reel, z tamsayili vektor
Zo4
| B

-
L]
L]
-
-

- - - - -
L ] Ll . L ] L ]
. 8 s = =



https://en.wikipedia.org/wiki/Continuous_optimization
https://en.wikipedia.org/wiki/Discrete_optimization

Kisitsiz/kisith optimizasyon

kisitsiz program

minimize
reR™

fo()

kisith program

minimize fo(z)

baglh  fi(z) <



https://en.wikipedia.org/wiki/Constrained_optimization

Belirsizlik icermeyen /iceren optimizasyon

deterministik |min. fo(z,p)
(belirsizlik el . b=n
icermeyen) bagh =z €, p=po
program

P1

dayanikh 5;“6']1@; rg%lz(as' fo(x,p)

program sl 2 € Q)

D2

stokastik min.  E{fo(z,p)}

reR?
program bagh z€Q, p~7P

P2



https://en.wikipedia.org/wiki/Robust_optimization
https://en.wikipedia.org/wiki/Robust_optimization
https://en.wikipedia.org/wiki/Stochastic_programming
https://en.wikipedia.org/wiki/Stochastic_programming

Disbiikey/disbiikey-olmayan optimizasyon

disbiikey program disbiikey-olmayan program
minimize T minimize T
zER™ fo(x) zeR™ Jo(z)
bagh x € bagh x €
fo disbiikey fonksiyon ve fo disbiikey olmayan fonks. veya
Q disbikey kiime Q disbiikey olmayan kiime

Jalz)

fuf,I;l_




Alt Bolim 6

Kaynaklar



Ders kitaplan

» Convex Optimization. Stephen Boyd, Lieven Vandenberghe
(kitabin internet sitesinde ek materyaller bulunabilir)

» Convex Optimization Theory. Dimitri P. Bertsekas (kitabin
internet sitesinde ek materyaller ve ¢oziimli 6rnekler
bulunabilir)

» Convex Optimization Algorithms. Dimitri P. Bertsekas

» Convex Optimization and Euclidean Distance Geometry. Jon
Dattorro

» Algorithms for Optimization, Mykel J. Kochenderfer, Tim A.
Wheeler

» [ecture Notes on Numerical Optimization, Moritz M. Diehl
» Introduction to Nonlinear Optimization. Amir Beck

» Numerical Optimization. Jorge Nocedal, Stephen J. Wright


https://web.stanford.edu/~boyd/cvxbook/bv_cvxbook.pdf
https://web.stanford.edu/~boyd/cvxbook/
http://web.mit.edu/dimitrib/www/Convex_Theory_Entire_Book.pdf
http://www.athenasc.com/convexduality.html
http://www.athenasc.com/convexduality.html
https://ccrma.stanford.edu/~dattorro/0976401304.pdf
https://algorithmsbook.com/optimization/files/optimization.pdf
https://www.syscop.de/files/2020ws/numopt/numopt.pdf

Dersler

» Introduction to Convex Optimization. Stephen Boyd,
Pablo Parrilo, MIT

» Convex Optimization |. Stephen Boyd, Stanford

» Introduction to Nonlinear Optimization. Amir Beck, Tel
Aviv University

» Convex Analysis and Optimization. Dimitri Bertsekas,
MIT

» Nonlinear Optimization. Pablo Parrilo, MIT


https://ocw.mit.edu/courses/6-079-introduction-to-convex-optimization-fall-2009/
https://see.stanford.edu/Course/EE364A
https://sites.google.com/site/amirbeck314/books
https://ocw.mit.edu/courses/6-253-convex-analysis-and-optimization-spring-2012/
http://stellar.mit.edu/S/course/6/sp15/6.252/materials.html

Programlama dilleri (optim. modelleme)

MATLAB®

GNU Octave

Kaynak: John W. Eaton

Python

Julia

julia

SageMath

& SDOE

Kaynak: The Sage team



https://www.mathworks.com/products/matlab.html
https://www.scilab.org/
https://www.gnu.org/software/octave/
https://en.wikipedia.org/wiki/GNU_Octave#/media/File:Gnu-octave-logo.svg
https://julialang.org/
https://www.python.org/
https://www.sagemath.org/
https://en.wikipedia.org/wiki/SageMath#/media/File:Sage_logo_new.png

Optim.

modelleme sistemleri/paketleri

» acik kaynak (open source)

YALMIP (MATLAB®/GNU Octave) (kullanimi kolay, ¢ok
sayida optimizasyon ¢oziiciisiinii destekliyor)

CVX (MATLAB?®) (kullanimi kolay, disbiikey analiz
kurallari yaklasimi)

CasADi (MATLAB®/GNU Octave/Python) (sayisal
optimal kontrol; algoritmik tiirev 6zelligi var, yiiksek
basarimli)

GEKKO (Python) (karma-tamsayili/diferansiyel-cebirsel
denklemler i¢in makina égrenmesi ve optimizasyon)

» ticari (proprietary)

GAMS®
AMPL®
AIMMS Development®


https://yalmip.github.io/
http://cvxr.com/cvx/
https://web.casadi.org/
https://gekko.readthedocs.io/en/latest/
https://www.gams.com/
https://ampl.com/
https://www.aimms.com/platform/aimms-development/

Bolim 12

Optimizasyonun temelleri



Alt Bolim 1

Temel kavramlar



Optimizasyon problemi

minimize fo(x)

bagh =z € Q

» 2 € R™ (karar degiskenleri vektorii)
» fo:R™ — R (amag fonksiyonu)
» Q) (olanakli kiime)

Q={zeR"|fi(x) <0,i=1,....m, hi(zx)=0,i=1,...,p}

» fi:R" > R,i=1,...,m (esitsizlik kisiti fonksiyonlari)
» h, :R" - R,i=1,...,p (esitlik kisiti fonksiyonlari)



Optimizasyon problemlerinin unsurlan

» Amac fonksiyonu fy(z) optimizasyonun amacini bir
niceligi minimize/maksimize etmek olarak ifade eder.

» Karar degiskenleri vektorii x € R™ optimizasyon ile
sayisal degerini bulmak istedigimiz optimizasyon
degiskenlerinden olusan vektordiir.

» Olanakl kiime Q, x vektoriiniin elemani olmak (izere
kisitlandigi kiimeyi belirtir. Bu kiime x'in saglamasi
gereken kisitlari belirler ve genellikle
filx) <0,i=1,...,m (esitsizlik kisitlari) ve
hi(x) =0,i=1,...,p (esitlik kisitlari) ile ifade edilir.



Ornek: iki boyutlu optimizasyon problemi

fo(z) = 2t + a3

minimize % + 23 = |
z€ER?

bagli 1+x%—x2§0
1-1’1§0
$2+21}1—6:0

fl(:v)zl—l—x%—xg
fz(l‘)zl—l'l

h1($):$2+23§1*6

Q={r eR?|1+a] <2y, 1 <1y, 79 + 271 = 6}

6

)




Problemin ¢oziimiiniin ozellikleri

minimize fo(x)
ver optimal deger: p* = min{fy(z) |z € Q}

bagh z € Q

» problem olanaksiz (yani, kisitlari saglayan bir z mevcut
degil, veya 2 bos kiime) ise p* = co

» problem alttan sinirsiz ise p* = —cc
» eger Vo € Qicin fo(z) > fo(z*)'i saglayan z* € Q
mevcutsa:

— z* P'nin bir global minimizoridir
- fo(z*) P'nin global minimumudur
» eger ||z —a*|| < oile Vo € Qigin fo(x) > fo(z*)'i
saglayan z* € (2 ve 0 > 0 mevcutsa:
— z* P'nin bir lokal minimizorudur
— fo(z*) P'nin bir lokal minimumudur



Global minimizor ve global minimum

folx) ()

_—
- B

| '.Illl Jr'_/

| 5 S
Eloba : -, \/

& . - .
MM m : ; .1.

P

\ ; O 2

\,_,-f"’ v WA X / \
".__- /; ‘_

globai
minimizirier



Lokal minimizor ve lokal minimum

Jolz) ()
_—
i B
||Il' :__.-"'_‘I
\ : /\IIIIII JIFH-""L _."'-'_H“-, / |II
lakal { Tt TR [ L st ".II' .- Il'l, Jr"((
menamurmdar I'-,._II '-._-/ __ '._k /
- : £
Sy lokal g

rinirzasler



Ortiik kisitlar

standart formdaki optimizasyon probleminde asagidaki sekilde
ortiik kisit (implicit constraint) vardir

m p
J;ED:domfoﬂﬂdomfiﬁﬂdomhi

=1 =0

» D'ye problemin tamim kiimesi (domain) denir
» fi(z) <O0ile hy(z) =0 acik kisitlardir (explicit
constraint)
» acik kisiti olmayan (m = p = 0) problem kisitsizdir
ornek:

k
minimize glog(bl a; x)

al'r < b; seklinde értiik kisitlari olan bir kisitsiz problemdir



Olanaklhilik problemi

olanaklilik (feasibility) problemi

bul =z

z€R™

bagh fi(x) <0,i=1,...,m
hi(z)=0,i=1,...,p

genel problemin fy(z) = 0 ile olusan bir 6zel halidir:

minimize 0

TERM
bagh fi(x) <0,i=1,...,m
hz(x):(),z:l,,p

» problem olanakli ise p* = 0 (olanakl her = optimaldir)
» problem olanaksiz ise p* = oo



Not: Tanim, deger ve goriintii kiimeleri

= 4 =
[ — = :--‘
L
= ] fix)
X gl
f:X=Y

Yukaridaki sekildeki f : X — Y fonksiyonunu ele alalim.
Fonksiyonun girdi degerlerinin kiimesi X'e f'nin tanim kimesi
(domain, dom), cikti degerlerini elemani olacak sekilde
kisitlayan kiime Y'ye f'nin deger kiimesi (codomain), bitin
¢ikti degerlerinin kiimesine (yani, {f(x)|x € X}) ise f'nin
gorinti kiimesi (image veya range) denir. f'nin deger
kiimesinin herhangi bir alt kiimesi B i¢in, f'nin tanim
kiimesinden B'nin elemanlariyla eslesen tim elemanlarin
kiimesine B'nin ters goriintii kiimesi (inverse image) denir.



Alt Bolim 2

Kiime olusturucu notasyonu



Kiime olusturucu notasyonu

kiimeler bitiin elemanlari belirtilerek tanimlanabilir. 6rnekler:
> {7,3,15,32}: 3, 7, 15 ve 32 sayilarini iceren (ve baska
hicbir sey icermeyen) kime
» {a,b,c}: a, bve cyiiceren (ve baska hicbir sey
icermeyen) kiime
kiimeler, elemanlarinin 6zellikleri ve sagladigi sartlar belirtilerek

de tanimlanabilir. buna kiime olusturucu notasyonu
(set-builder notation) denir. érnekler:

» {x € R|z > 0}: kesin pozitif reel sayilarin kiimesi

» {z € R||z| = 1}: mutlak degeri 1'e esit olan reel
sayilarin kiimesi (yani, {—1,1})

» {x € Z|x > 3}: 3'ten kiigliik olmayan tamsayilarin
kiimesi

not: R reel sayilar, Z tamsayilar, N dogal sayilar, Q rasyonel
sayilar, I sanal sayilar, C karmasik sayilar



Kiime olusturucu notasyonu

R2'de érnekler - Ornek 1: Kare

{x € R?| Az < b}

1 0 1 8
-1 0 1
A=lo 1|0 "= h
0 -1 1




Kiime olusturucu notasyonu

R2'de érnekler - Ornek 2: Daire

{z e R?| |z <1}
veya

{r eR? 272 <1}

-1.5

-0.5

15

0.5




Kiime olusturucu notasyonu

R2'de érnekler - Ornek 3: Cokgen

{r € R*| Az < b}

1.9 05 1
~1.1 —2.7 1
~1.1 061, b=|1
0.7 09 1
~19 0.1 1




Kiime olusturucu notasyonu

R2'de érnekler - Ornek 4: Elips

{r cR?|2" P2 <2}

-0.8 1.8

p_ l 1.8 —0.8] )




Kiime olusturucu notasyonu

R2'de érnekler - Ornek 5: Spektrahedron

{:E S R2 ‘ T1A1 +12A9 < B} 1.5
1
02 0 0.1
Ai=|0 02 02 05
0.1 0.2 0.1
01 01 04 g o
Ay =01 03 0.2
04 02 02 05
09 0 0.1 .
B=|0 02 o1
0.1 0.1 0.1 15
-1.5 1 0.5 0 0.5 1



Kiime olusturucu notasyonu

R3'de 6rnekler - Ornek 1: Kiip

{r e R*| Az < b}

1 0 0 1
1 0 0 1| =
0 1 0 1
A= 0o -1 ol T
0 0 1 1
0 0 —1] 1)




Kiime olusturucu notasyonu

R3'de érnekler - Ornek 2: Kiire

{z e Rl <1}

veya

{r e R 272 <1}



Kiime olusturucu notasyonu

R*'de érnekler - Ornek 3: Cokyiizlil

{z € R®| Az < b}

0.7 0.1 —0.7
-02 -03 1.5
05 —-0.7 -0.3
-1.2 0.1 —1.2
1.8 0.1 0.8
-05 04 0.2
2.6 1.4 0.4
-1 -09 -1.2

e e e



Kiime olusturucu notasyonu

R*'de érnekler - Ornek 4: Elipsoit

{r eR*| 2" Pz <1}

P=1] 4 26 —49

7.7 —49 131

8.8 4 7.7]



Kiime olusturucu notasyonu

R*'de érnekler - Ornek 5: Spektrahedron

{z € R3 |z1 A1 + 22A2 + 23A3+ 1 € Si}

01 0
Air=1|1 0 0
0 0 0] |
[0 0 1]
A;=10 0 0
1 0 0]
[0 0 0]
As=10 0 1
01 0




Alt Bolim 3

Disbiikey optimizasyon



Afin kiime

dogru: z; ve x5 noktalarindan gecen dogru
r=0x1+ (1 —0)x, (6 € R)
denklemi ile tanimlanir

=172

afin kiime: icerdigi herhangi iki ayr noktadan gecen dogruyu
iceren kiime
ornek: dogrusal denklem takiminin ¢éziim kiimesi

Q={x| Az =b}

(diger taraftan, her afin kiime bir dogrusal denklem takiminin
¢6ziim kiimesi olarak ifade edilebilir)



Disbiikey kiime

dogru parcgasi: z; ve x5 noktalarini baglayan dogru pargasi
r=0x+ (1 —0)z, 0<60<1)
denklemi ile tanimlanir

disbiikey kiime: icerdigi herhangi iki noktay baglayan biitiin
dogru parcalarini iceren kiime

e

b -l

i

disbiikey dlﬁl‘.li;l-Jkl_'"p' olmayan disblikey clmayan
kume kiime kiime



Hiperdiizlem ve yariuzay
hiperdiizlem: {z|a”z =0} (a #0)

» a (a”x = b'ye) normal vektordiir
» hiperdiizlemler afin ve disbiikeydir, yariuzaylar disbiikeydir



Norm

||| : R™ — R ile gosterilen ve su sartlari saglayan fonksiyon
» ||z]| > 0 ve ||z]| =0 < z = 0 (pozitif yaritanimh)
» t € Ricin ||tz| = |t|||x|| (homojen)
> |z +yl > ||lz]| + |ly|| (iggen esitsizligini saglayan)
norm, bir vektoriin uzunlugunun bir olcisidar

notasyon: ||-|| genel (belirtiimemis) norm, ||-|| belirli bir

norm icin kullanilir

sembol



p-normu ve sik kullanilan 6zel halleri

p-normu: (p > 1)

n 1/10
], = (z \xm)

i=1

1-normu _2-normu oo-normu
(taksi normu) (Oklit normu) (maksimum normu)

- x|, = max|z;
el =3 e ||x||2=@ ], = max|a
=1



Norm topu

merkezi z. ve yaricapi r olan top: {z |||z — z | <r}

ornek: 2-normu topu (Oklityen top)

{z]lle = wclly, <r} = {ze +rulflul, <1}

not: norm toplar disbiikeydir



Norm topu ornekleri

1-normu bopu 2-normu topu Co=farmu tlapu




Elipsoit

{z|(x —z)"'P Yo —2,) <1}

(P € 8%, yani, P simetrik pozitif taniml)

4

elipsoit (alternatif gosterim):
{2 + Aul [|ull, < 1}

(A kare ve tekil olmayan)



Cokyiizlii (polyhedron)

sonlu sayida dogrusal esitsizlik ve esitligin ¢ozim kimesi

P={zx|Az <b, Cx =d}

(A e R™" C € RP*™, i
= eleman bazinda esitsizlik)

il

not 1: cokyiizli, sonlu sayida yariuzay ve hiperdiizlemin
kesisim kiimesidir

not 2: afin kiimeler (6rnegin altuzaylar, hiperdiizlemler,
dogrular), 1sinlar, dogru pargalari ve yariuzaylar birer
cokyuzludiir



Disbiikey fonksiyonun tanimi
eger dom f bir disblikey kiime ise ve

fbx+ (1 =0)y) <O0f(z)+(1—-0)f(y)

sart1 biitiin z,y € dom f ve 0 < 6 < 1 icin saglaniyorsa,
f :R™ = R bir disbiikey fonksiyondur

s, Fla))

o
{E. LT

» eger —f disbiikey ise f icblkeydir (concave)
» eger dom f disbiikey ise ve

fOx+ (1 —=0)y) <0f(x)+(1-0)f(y)

sarti bitin z,y € dom f (x #y) ve 0 < 0 < 1 igin
saglaniyorsa, f : R™ — R bir kesin disbiikey fonksiyondur



Birinci-derece sart

eger dom f bir acik kiime ise ve gradyan

_ (ot of() of) T

her x € dom f icin mevcutsa f tiirevlenebilirdir

birinci-derece sart: tirevlenebilir bir f fonksiyonu (disbiikey
dom f ile) ancak ve ancak
fly) = f@) + Vf(2)"(y—2) Va,y€dom f
sartini saghyorsa disblkeydir
Flan
fle)+ Vi) (y —x)

f'in birinci-derece yaklasikligi global alt-degerlendiricidir



G
radyan
o (x)

e




ikinci-derece sartlar

eger dom f bir acik kiime ise ve Hessian V2 f(z) € S"

_ 0*f(x)

2 L=
v f<x)” 8@6%’

,7=1...,n,

her x € dom f icin mevcutsa f iki kere tiirevlenebilirdir

ikinci-derece sartlar: iki kere tiirevlenebilir bir f fonksiyonu
icin (disbikey dom f ile)
» ancak ve ancak V2f(z) = 0V z € domf ise f
disbiikeydir
» Vif(z) = 0V z € domf ise f kesin disbiikeydir



Sinav sorusu ornegi

Soru 1) f(x,y) = 2%+ x cos(y) fonksiyonu verilsin (z,y € R).
Soru 1a) f(z,y)'in gradyanini hesaplayiniz.
Coziim 1a)

f(xy)
Vf(z,y) = [af?f,y)] - [2i;s(13§?3</§)1

Oy

Soru 1b) f(z,y)'in Hessian'ini hesaplayiniz.

Coziim 1b)

?fo(zy)  9*fo(z,y) ;
Vifolery) = | o0 g | = 2 —sin)
7 0 g;gl;y) ] fgy(gc,y) —sin(y) —zcos(y)



Sinav sorusu 6rnegi (devam)

Soru 1c) Bu fonksiyonun disbiikey olup olmadigini gosteriniz.
Coziim 1c) Iki kere tiirevlenebilir bir f fonksiyonu
V2f = 0Vz € dom f ise disbiikeydir. Fonksiyonun
Hessian'inin determinantina bakalim:

2 — sin(y)

sin(y) —wcos(y)| —2x cos(y) — sin®(y)

Bu determinant bazi x, y degerleri icin negatif olabilir.
Ornegin, = 1 ve y = 0 icin determinant —2 olur. Bu
matrisin determinanti negatif ise bazi 6zdegerleri negatif
demektir, dolayisiyla matris pozitif yari-tanimh olamaz ve
fonksiyon disbiikey degildir.

Not: A € R™*" formunda bir matrisin determinanti
6zdegerlerinin carpimina esittir:

n

det(A) = [T N

i=1



Sinav sorusu ornegi

Soru 2) f(x1,xs) = 222 + 623 + 21129 + 277 + 379 + 3
fonksiyonu verilsin (1, x2 € R).

Soru 2a) Fonksiyonu f(z) = 0.52" Pz + b"x + ¢ formunda
yaziniz.

Coziim 2a)

—— e
P ot

f(x):xTr 2]%4—{2 3|z + 3

Soru 2b) Bu fonksiyonun disbiikey olup olmadigini gosteriniz.

Coziim 2b) P matrisi (fonksiyonun Hessian't) pozitif
tanimhidir (6zdegerleri A\; = 3.5279 ve Ay = 12.4721).
Dolayisiyla fonksiyon disbikeydir.



Onemli not

A € R?*2 formundaki matrisin 6zdegerlerinin hesabi
a b
A=l

tr(A) =a+d=T  det(A) =ad —bc=D

T2
A= 05T + T D
T2
Ao = 0.5 — D

T



Disbiikey optimizasyon problemi

minimize fo()

bagh fi(x) <0,i=1,...,m

fo, f1,- .., [ disbikey; esitlik kisitlari afin

disbiikey optimizasyon problemleri genellikle su sekilde yazilir:

minimize fo(z)
bagh fi(x) <0 c,m
Az =b

not: bir disbiikey optimizasyon probleminin olanakli kiimesi
disbiikey kiimedir ve ama¢ fonksiyonu disbiikey fonksiyondur



Lokal ve global optimumlar

bir disbiikey problemin her lokal olarak optimal
noktasi global olarak optimaldir

kanit: z lokal olarak optimal bir nokta olsun, ancak
fo(y) < fo(x)'i saglayan bir y mevcut olsun
x'in lokal olarak optimal olmasi

zolanakll, |z—z|, <R = fo(z) > fo(x)
sartlarini saglayan bir R > 0'nin mevcut oldugu anlamina gelir.
z=0y+(1—0)x (0§ =R/(2|ly — x|,)) ifadesini ele alalim
» ||y —z|l, > R, dolayisiyla 0 < 6 < 1/2
» - iki olanakli noktanin (z ve y) disbiikey
kombinasyonudur, dolayisiyla olanaklidir
» ||z — x|, =R/2 ve

fo(2) < 0fo(y) + (1 = 0) fo(x) < fo(x)

x'in lokal olarak optimal olmasi kabuliiyle ters diiser



Lokal ve global optimumlar

kanit (gorsel olarak):

lokal optimalite

fo(z) > fola )"_'_F} folz)

f{:f’fﬂ,

Q / EE'H:;.-'—.??
disbukeylik

fﬂ{fﬁ} < f[}(ﬂ_‘l}



Tirevlenebilir f; icin optimalite sarti

ancak ve ancak x olanakli ise ve bitiin olanakli y noktalari icin
Vfo(x) ' (y—2)>0

sarti saglaniyorsa = optimaldir

V folx)

V fo(x) (sifirdan farkliysa) olanakli kiime X'e x noktasinda bir
destekleyici hiperdiizlem tanimlar



Dogrusal program (LP)

amag fonksiyonu ve kisitlari afin olan disbiikey optimizasyon
problemlerine dogrusal program denir

minimize ¢z +d
xeR’n,

bagh Gx <h
Ar =D

problemin olanakli kiimesi bir ¢cokytizlidir



Dogrusal program (LP)
ornek: bir cokyiizliiniin Chebyshev merkezi
P={z|alz <b,i=1,...,m} ile verilen
bir cokylzliiniin Chebyshev merkezi,
B = {z.+u||ul|y <} ile verilen ve

yaricapl r mimkiin olan en biyiik degeri Ly
alan topun merkezidir

ancak ve ancak
sup{a; (zc +u) | |ull, < r} = af ze + 7llaill, < bi

icin al’'z < b; V x € B saglanir. dolayisiyla, z. ve r

minimize —r
T.ER™ 1
- T .
bagh a; xc +rlailly < b, i=1,...,m

ile verilen dogrusal program ¢oziilerek hesaplanabilir



Dogrusal program (LP)

ornek: bir cokyiizliiniin
Chebyshev merkezi

YALMIP ile gercekleme

xc = sdpvar(2,1);r = sdpvar(1,1);
rng (0) ;A = randn(5,2) ;b = ones(5,1);
m = size(A,1) ;kisitlar = [];

for i = 1:m
kisitlar = [kisitlar, A(i,:)*xc +
rxnorm(A(i,:) ,2) <= b(i)];
end
amac_fonksiyonu = -r;

optimize (kisitlar ,amac_fonksiyonu)




Karesel program (QP)

minimize (1/2)z" Px + ¢ 'z +r
TE€R™

bagh Gx <h
Ax =b

» P €8} — amag fonksiyonu disbiikey karesel
» problemin olanakli kiimesi bir cokyiizladur

N fal )



Karesel program (QP)

ornek: en kiiciik kareler problemi

minimize || Az — b||;
TERM

kisitsiz durumda analitik ¢oziim: z* = Afb
(AT sahte ters (pseudo-inverse))

probleme dogrusal kisitlar eklenebilir:

minimize || Az — b||;
TERM

bagh [ <2z =<h




Karesel program (QP)

ornek: cokyiizliiler arasi uzakhk

Py ={x]| A1z 2 b1} ve Py = {z| Asx < by} ¢okyiizlilleri arasi
uzaklik

dist(Py, Po) = inf{||lz1 — z2||, |21 € Py, 22 € Pa}

ifadesiyle tanimlanir ve

S 2
minizize ey~

baéll All’l j bl
Asxo < by

ile verilen QP coziilerek hesaplanabilir



Karesel program (QP)

ornek: cokyiizliiler arasi
uzakhk

YALMIP ile gercekleme

x1 = sdpvar(2,1);x2 = sdpvar(2,1);
rng (0) ;A1 = randn(5,2);bl = ones(5,1);
rng(5) ;A2 = randn(5,2) ;b2 = ones(5,1);

kisitlar = Al*xx1l <= 2x%xDb1;
kisitlar = [kisitlar, .

A2x(x2 - [4;-1]1) <= Db2];
amac_fonksiyonu = (x1 - x2) '*(x1 - x2);

optimize (kisitlar ,amac_fonksiyonu)




Alt Bolim 4

Dualite ve optimalite sartlari



Lagrangian

optimizasyon problemi (standart form)
(disbiikey olmayabilir)

minimize  fo(z)

r€R?
bagh fi(x) <0,i=1,...,
hi(x)=0,i=1,...,p

tanim kiimesi D, optimum p*

Lagrangian:

L:R*"xR™ xR - R (dom L =D x R™ x RP)
p

L(z,\,v) )+ Z)\ fil@) + > vihi(x)

i=1

» amac ve kisit fonksiyonlarinin agirlikli toplamidir
» )\, fi(x) <0 ile baglantili Lagrange ¢arpanidir
» v;, hy(x) = 0 ile baglantili Lagrange ¢arpanidir



Lagrange dual fonksiyonu

Lagrange dual fonksiyonu: g : R™ x R? — R
g\ v) = inf Lz, A, v)

= mf < Z)\ fi(z il/ihi(x)>

g icbikeydir (bazi A, v i¢in —oo olabilir)

alt simir 6zelligi: A = 0 ise g(\,v) < p* saglanir
kanit: Z olanakli ve A > 0 ise
fo(@) > L(z,\,v) > ingL(x, A\v) =g\ )
xe

saglanir. bitiin olanakli Z'ler Gizerinden minimizasyon ile
p* > g(\, v) bulunur



Lagrange dual fonksiyonu

ornek: dogrusal denklemlerin en kiicitkk norm ¢coziimii

minimize z'x
reR™
bagh Az =15

dual fonksiyon
» Lagrangian L(z,v) = 27z + v7(Az — b) seklindedir
» L'yi x tzerinden minimize etmek icin gradyan sifira
esitlenir

Vol(z,v) =20+ ATv =0 = z=—(1/2)A"v
» bulunan z L'de yerine konarak g elde edilir:
g(v) = L(—(1/2)ATv,v) = —iVTAATI/ — by

bu, v'niin bir icbiikey fonksiyonudur
alt sinir 6zelligi: p* > —(1/4)vTAATY — bV V v



Lagrange dual fonksiyonu

ornek: dogrusal program (standart form)

minimize ¢ x
reR"™

bagh Ax=0b, x>0

dual fonksiyon
» Lagrangian asagidaki sekildedir
Lz, \v) =c'o +v (A —b) — No
=—-b'v+(c+ATv - Nx
» [ z'e gore afindir, dolayisiyla
—bT ATy — X =0
g\) = inf Lz, A p) =] 0 T
x —oo  aksi halde

g, {{\,v)]|c+ ATv — X\ = 0} afin tanim kiimesi Gizerinde
dogrusaldir, dolayisiyla icblkeydir
alt simir 6zelligi: ATv +c¢ > 0 ise p* > —bv



Lagrange dual problemi

makAsimize g\ v)

bagh A >0

» p*'nin en iyi alt sininni belirler, Lagrange dual fonksiyonu
ile bulunur

» bir disbiikey optimizasyon problemidir; optimal deger d*
> A =0, (\,v) € dom g ise \, v dual olanakhdir

» (), v) € dom g ortik kisiti agik hale getirilerek genellikle
basitlesir

ornek: standart formlu LP ve dual problemi

mini]Rrpize T

TER™ -

. maksimize —b'v
bagh Az =0 v

>0 bagh ATv +¢=0




Zayif ve giiclu dualite

zayif (weak) dualite: d* < p* (dualite agig1 (gap) = p* — d*)
» daima saglanir (disbiikey ve disbiikey-olmayan problemler icin)

» zor problemler icin asikar olmayan (nontrivial) alt sinirlar
bulmak i¢in kullanilabilir

giiclii (strong) dualite: d* = p* (dualite agigi = 0)
» genel olarak saglanmaz
» disbiikey problemler icin (genellikle) saglanir

» dishiikey problemlerde giiclii dualiteyi garanti eden sartlara
kisit yeterlilikleri (constraint qualifications) denir



Slater kisit yeterliligi

minimize fo(z)
bagh fi(x) <0,i=1,...,m
Ar =b

olarak verilen bir disbiikey problem icin, problem kesin olanakli
(strictly feasible) ise, yani

Jr eint D filx) <0 (i=1,...,m), Az =10

sartl saglaniyorsa, gilclii dualite saglanir

» Slater kisit yeterliliginin saglanmasi dual optimuma
erisilmesini (p* > —oo ise) garanti eder

» baska bircok farkl kisit yeterliligi mevcuttur



Ornek: Esitsizlik formlu LP

birincil (primal) problem

minimize ¢’z
zER"™
bagh Az <b

dual fonksiyon
'\ ATA+c=0
A) = inf ((c+ AT\ 2 —bTA) =
g(N) m ((c )@ ) —00  aksi halde

dual problem

maks}imize — T\

bagh AT N+¢c¢=0, A>0

» Slater sartindan: bazi ¥ icin AT < b ise p* = d*
» p* = d* (birincil ve dual problemlerin olanaksiz oldugu
durum harig) saglanir



Ornek: QP

birincil problem (P € S, varsayalim)

minimize 2! Px
TER?

bagh Az <0

dual fonksiyon
1
g(A) = inf (xTPx + AT (Az — b)) = _ZATAP—lAT/\ NN

dual problem

maks/\imize — (1/HANTAPTAT N —bT A
bagh A >0

» Slater sartindan: bazi 7 icin AT < b ise p* = d*
» p* = d* daima saglanir



Sinav sorusu ornegi

Soru Asagida bir disbiikey optimizasyon problemi verilmistir
(B € R™™, m < n).

minimize a2 + 17 exp(y)
z€R" yeR™

bagh = <0, Bxr=y

Soru a) Problemin Lagrangian'ini bulunuz. Birincil ve dual
degiskenlerin tanim kiimelerini belirtiniz.

Coziim a)

L(z,y, \,v) = a’ x4+ 1Texp(y) + Nz + v (Bx — y)
reR", yeR" XeR}, veR™



Sinav sorusu 6rnegi (devam)

Soru b) Problem i¢in KKT sartlarini yaziniz.

Coziim b)
1. birincil olanaklihk: x <0, Bx =y
2. dual olanakhlik: X >0
3. timleyici gevseklik: \;x; =0,i=1,...,n
4. duraganlik:

oL a Ty
VeyL(z,y, A\ v) = [%f] - l eip?y—;fy 1 - [8]

A= —a— BT y = log(v)



Sinav sorusu 6rnegi (devam)

Soru c) Problemin Lagrange dual fonksiyonunu bulunuz.
Coziim c)

L(z,y,\,v) = a’x +1Texp(y) + Mz + v7(Bx — y)
L(z,y,\,v) =2"(a+ X+ B"v) + 1Texp(y) — vy

17y —v'log(v) A =—a— BTv

—00 aksi halde

g()\,z/) _{



Sinav sorusu 6rnegi (devam)

Soru d) Problemin dual problemini (en sade halde) bulunuz.
Co6ziim d) Dual problemin tanimi su sekildedir:

makAsimize g\, v)
bagh X > 0.

Buradaki A = 0 kisitini g(\, v)'nin ifadesindeki A = —a — BTv
kisiti ile birlestirip a + BTv < 0 olarak yazarak \'yi
problemden eleyebiliriz. Buradan g(\,v)

1"y —vTlog(v) a+ BTv <0
g(v) = .
—00 aksi halde
olarak sadelesir. Dual problem
maksimize 17y — vTlog(v)
bagh a+ B'v =<0

olarak bulunur.



Timleyici gevseklik (complementary
slackness)

glclii dualitenin saglandigini varsayalim («* birincil optimal,
(A*, v*) dual optimal)

fo(x*) = g()‘*a V*)
— it (Ao + ) + Yo vinto))

< fo(x —l—Z)\*fZ +zp:vi*hi(x
i=1
< fo(z¥)

dolayisiyla, bu iki esitsizlik esitlik olarak saglanir
» 2% L(z, \*,v*)'yi minimize eder
> i=1,...,migin X! f;(z*) = 0 (timleyici gevseklik):

N >0 = [i(z") =0,  [i(z") <0 = A7 =0



Karush-Kuhn-Tucker (KKT) sartlari

asagidaki dort sarta KKT sartlari denir (tirevlenebilir f; ve h;
iceren bir problem igin):
1. birincil olanaklilik:
file) <0,i=1,...,m, hy(z)=0,i=1,...,p
2. dual olanakliik: A =0
3. tumleyici gevseklik: \;fi(z) =0,i=1,...,m
4. duraganlk (stationarity):

V.L(x,\,v) = Vfo(z +Z>\ Vfi(x +ZVNh z)=0
=1
timleyici gevseklikten hareketle: giliclii dualite saglaniyorsa ve
x, \,v optimal ise, bu x, \, v KKT sartlarini saglamak
zorundadir



Duraganhk sarti (gorsel)

minimize  fy(z) = 2% + 223
zER?

bagh h(x) = -2z —25+6=0




Disbiikey problemler icin KKT sartlan

bir disblikey problem icin Z, A\, 7 KKT sartlarini sagliyorsa
optimaldir
> tiimleyici gevseklikten: fo(%) = L(Z, \, )

» duraganlik ve disbikeylikten: g(\,7) = L(Z, A\,
dolayisiyla, fo() = g(\, D)

\_/

Slater sarti saglaniyorsa:
ancak ve ancak KKT sartlarini saglayan \, v mevcutsa x
optimaldir
» Slater sarti giiclii dualiteyi ve dual optimumun elde
edilmesini gerektirir
» kisitsiz problemler icin V fo(x) = 0 seklindeki optimalite
sartini genellestirir



Sinav sorusu ornegi

Soru 1) Asagida kisitsiz bir karesel programlama problemi
verilmistir.

. 1 212 0
m|;1€|%j2lze 59{: [0 Jm—i—{—? 3]1:

Problemin céziimini bulunuz.

Coziim Amag fonksiyonu soruda su sekilde verilmistir:
1 2120 _1g T
fo(x)—§$ [O 3]x+[—2 3}x—§x Qr+cx



Sinav sorusu 6rnegi (devam)

Kisitsiz optimizasyon problemleri icin optimalite sarti:
V fo(z) = 0. fo(x)'nin gradyanini alirsak :

Vfo(z) =Qr+c

ifadesini elde ederiz. Bu ifadeyi sifira esitlersek (bu esitligi
saglayan z'i * olarak gostererek)

Qr+c=0—2"=-Q ¢
Q'nun tersi su sekildedir

1 (120
= [ 0 1/3
Buradan da z*

=== | 7]

olarak bulunur.



Sinav sorusu ornegi
Soru 2) Asagida bir karesel programlama problemi verilmistir.

minimize z'x
z€ER2

bagh [3 5} r= -2
Problemin ¢céziimini bulunuz.

Coziim Kisitli optimizasyon problemleri icin optimalite sarti:
V.L(z,v) =0

Lagrangian: L(z,v) = 2% + 23 + v(371 + Hxg + 2)

OL(z,v)

B 2x1 + 3v 0 * —1.5v

V.L(z,v) = 8%5)] - lQa:; +5u1 - M ) = [—2.51/]
2




Sinav sorusu 6rnegi (devam)

Bulunan z*(v), L(z,v)'de yerine konarak g(v) elde edilir:
g(v) = 2.250% + 6.250% + v(—4.5v — 12.50 + 2) = —8.50% + 2v

g(v)'yu maksimize eden v:
Vg(v) =0=—1Tv +2 — v* = 0.1176

v*'yu x*(v)'te yerine koyarak z*'i buluruz:

. [-150]  [-0.1765
= o505 T |—0.2941



Sinav sorusu ornegi
Soru 3) Asagida bir optimizasyon problemi verilmistir.
minljryize fo(x,y) = —log(z) + 0.5y

bagh z+4+y <2

Soru 3a) Hessian'i kullanarak amag fonksiyonunun disbiikey
olup olmadigini gosteriniz.

Coziim 3a)

, 3213(:2&1;) Bng(ax,y) 1/1‘2 0
Hessian: V= fo(x,y) = anOJEx,y) 82ff(g§fy) = [ ]

0 1
Oyox oy?
1
Hessian'in ozdegerleri: Ay = — A =1
x

Bu 6zdegerler fo(z,y)'in tanim kiimesinde pozitiftir (not:
f(z) =log(z) igin dom f =R, ,) — Hessian pozitif
tanimhdir — fo(x,y) disbiikeydir



Sinav sorusu 6rnegi (devam)

Soru 3b) Problemin Lagrangian'ini yaziniz.
Coziim 3b)

Lagrangian: L(z,y,\) = —log(z) + 0.5y + A(z +y — 2)



Sinav sorusu 6rnegi (devam)

Soru 3c) Problemin Lagrange dual fonksiyonunu yaziniz.

Coziim 3c)
Lagrange dual fonksiyonu: g(\) = min:jr;\ize L(z,y,\)

Kisitsiz optimizasyon problemi — gradyan 0'a esitlenerek
cozulir
OL(z,y,\)
—gss —1/x+ A 0
<[4 437
1
— x*(\) = R y(A) ==X

Bulunan z*(\) ve y*()\), L(x,y, \)'de yerine konarak Lagrange
dual fonksiyonu elde edilir:

g(\) =log(A) —0.50% —2) + 1



Sinav sorusu 6rnegi (devam)

Soru 3d) Problemin birincil ve dual ¢éziimiini bulunuz.

Coziim 3d) Dual ¢6ziim
maks/\imize g(N)
bagh A >0

ile verilen dual problem ¢oziilerek bulunur. Bunun igin g(\)'nin
tirevi 0'a esitlenir

1
Vg(A)zOzX—A—2 — A =22+1=0



Sinav sorusu 6rnegi (devam)

Buradaki karesel denklemin A = —1 4 /2 ile verilen
coziimlerinden \* = —1 + /2 dual ¢éziim olarak secilir (A > 0
kisitindan dolayi ¢o6ziim —1 — v/2 olamaz).

Birincil ¢6ziim, dual ¢6zim c)'de bulunan z*(\) ve y*(\)
ifadelerinde yerine konarak bulunur:

1
JZ*:W, y*:1—\/§



Bolim 13

Optimizasyon algoritmalari



Alt Bolim 1

Kisitsiz optimizasyon



Kisitsiz optimizasyon problemleri

minimize f(x)

» f disbiikey, iki kere sirekli tirevlenebilir (twice
continuously differentiable) (dolayisiyla dom f agik
kiime)

» optimal deger p* = inf, f(z)’e erisildigini ve p*'nin sonlu
oldugunu varsayiyoruz

kisitsiz optimizasyon yontemleri

» amag: f(z®) — p* olmasini saglayan
™ € dom f, k =0,1,... noktalar dizisini olusturmak

» bu yontemler, optimalite sartini (V f(2*) = 0) ¢6zmek
icin yinelemeli (iterative) yontemler olarak yorumlanabilir



Inis yontemleri (descent methods)

2D — (k) (k) A () (f(z* D) < f(z®))

» diger notasyonlar: o+ =z + tAx, v == x + tAx

» Az'e adim yoni (step direction) veya arama yonii (search
direction) denir. t'ye adim boyu (step size) veya adim
uzunlugu (step length) denir.

» disbiikeylikten dolayr, f(zT) < f(z) olmasi
Vf(z)T Az < 0 olmasini gerektirir; yani, Az bir inis
yonudiir (descent direction)



Genel inis yontemi (algoritma)

verilenler: baslangic noktasi x € dom f

tekrarla: 1) bir inis yoni Az belirle
2) dogru arama: adim boyu t > 0'yi se¢

3) glncelle: x = x + tAx

dur: sonlandirma kriteri saglandiginda




Dogru arama (line search) yontemleri

1) tam (exact) dogru arama

t = argmin f(z + tAx)
>0

2) geriye doniislii (backtracking) dogru arama
(parametreler: a € (0,1/2), 5 € (0,1))
» ¢ = 1'den basla,

flz +tAr) < f(x) + atVf(x) Az

olana kadar t := [t islemini tekrarla
» gorsel yorum: ¢t < ¢y olana kadar geriye donls yap

e + 18]

flo + % f(r]" A Mk + ol W Flix)” Lo



Gradyan inis yontemi (algoritma)

Az = —V f(x) ile genel inis yontemi

verilenler: baslangi¢c noktasi x € dom f
tekrarla: 1) Az = -V f(z)
2) dogru arama: tam veya geriye donisli
dogru arama ile adim boyu t'yi se¢

3) giincelle: x =z + tAzx

dur: sonlandirma kriteri saglandiginda




Gradyan inis yontemi

v

sonlandirma kriteri genellikle |V f(z)|, < € formundadir
» yakinsama (convergence) 6zelligi: gicli disbitkey f (yani,
V x € Sicin V2f(x) = mlI ifadesini saglayan m > 0
mevcut) i¢in

fa®) —p* < F(f() - p7)

c € (0,1) m, (¥ ve dogru arama ydntemine baglidir
» cok basittir ancak genellikle cok yavastir; uygulamada
standart haliyle nadiren kullanilir

» varyantlari makina 6grenmesi ve veri analizi gibi ¢ok
yiksek boyutlu problemlerle ugrasilan alanlarda cok
yaygin olarak kullanilir



Gradyan inis yontemi - Ornek 1
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Gradyan inis yontemi - Ornek 1
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Gradyan inis yontemi - Ornek 1
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Gradyan inis yontemi - Ornek 1




Gradyan inis yontemi - Ornek 1

L4

L5




Gradyan inis yontemi - Ornek 2
R?’de karesel problem

fl@) = (1/2)(f +v23) (v >0)

tam dogru arama ve z(¥) = [ﬂ baslangi¢c noktasi ile:

k k
®  [(v—1 & [ v—1
vy =y, w = (o
v+ 1 v+1

» 7> 1 veya v < 1 icin ¢ok yavastir
» ~ =10 icin ornek:
I



Newton yontemi

Az = —VQf(x)_lvf(x)
yontemin yorumlanmasi:

» 1) z + Az, f(z)'in ikinci derece yaklasikligini (second
order approximation) minimize eder

~

1
fla+v) = f@) + V(@) v+ S0tV f (@)
» 2) z + Ax,,, dogrusallastinlmis optimalite sartini ¢ozer

Vi +v)~ Vi +v)=Vf)+Vf()w=0



Newton yontemi (algoritma)

verilenler: baslangic noktasi z € dom f, tolerans ¢ > 0
tekrarla: 1) Newton adimini ve azalimini hesapla

Azpy ==V f(z)"'V f(z)
N =V f(2)' VP f(2) 7'V f ()

2) Sonlandirma kriteri. A\*/2 < ¢ ise dur.

3) Dogru arama. Geriye donuslii dogru
arama ile adim boyu t'yi sec.

4) Giincelle: x = x + tAz,y

afin degisimsizdir (affine invariant) (yani, dogrusal koordinat
degisimlerinden bagimsizdir): f(y) = f(Ty) icin

(y© = T2 baslangi¢ noktasi ile) Newton yineleme
noktalari (iterate) y®) = T—12*) seklindedir




Newton yontemi - Ornek




Newton yontemi - Ornek

L2




Newton yontemi - Ornek




Newton yontemi - Ornek

x3




Newton yontemi - Ornek




Alt Bolim 2

Esitlik kisitli optimizasyon



Esitlik kisith optimizasyon problemleri

minimize f(z)

bagh Az =10

» f disbiikey, iki kere siirekli tiirevlenebilir

> A e RP*" (rank(A) = p)

» optimal deger p*'e erisildigini ve p*'nin sonlu oldugunu
varsaylyoruz

optimalite sartlan: ancak ve ancak
Vf(z*)+ ATv* =0, Ax* =0

sartlarini saglayan bir v* mevcutsa x* optimaldir



Esitlik kisith optimizasyon problemleri

ornek: esitlik kisith karesel program (QP) (P € S?)

minimize (1/2)2" Pz +q¢ 2z +r

zeR?
bagh Az =10
optimalite sarti:
P AT lz*|  |—q
A O |v| |b
—_———
KKT matrisi

» bu denklem takimina problemin KKT sistemi denir
» ancak ve ancak
Ar =0, x#0 = 2T Pz >0
ise (yani, P A'min sifir uzayinda pozitif tanimli ise) KKT

matrisi tekil-olmayandir
» tekil olmama icin denk sart: P+ ATA =0



Esitlik kisith Newton yontemi

Newton adimi
f icin, olanakli x'te Newton adimi Ax,,;

M1

denkleminin ¢6zimi v olarak hesaplanir

yorumlar
» Aux,, ikinci derece yaklasikligin cozimiidir

minimize  f(z) + Vi) v+ 120"V f(z)v
bagh A(x+v) =0

» Az, dogrusallastirilmis optimalite sartlarinin ¢ézimuidir

Vix+v)+ ATw~ Vfr)+ Vif(r)v+ATw=0, Alx+v)=0>



Esitlik kisith Newton yontemi (algoritma)

verilenler: baslangic noktasi z € dom f ve Ax = b,
tolerans € > 0
tekrarla: 1) Newton adimi Az,,'i ve A(z)'i hesapla.
2) Sonlandirma kriteri. \?/2 < ¢ ise dur.
3) Dogru arama. Geriye donusli dogru
arama ile adim boyu t'yi sec.
4) Gincelle: x =z + tAz,y

» Newton azalim:
Aw) = (822,92 f (@) Ar) " = (=Y f(2)" Ay
» olanakli (feasible) bir inis yontemidir: () olanakl ve
F0D) < ()
» afin degisimsizdir



Alt Bolim 3

lc nokta yéntemleri



Esitsizlik kisith optimizasyon problemleri

>
>
>

>

minimize fo(zx)

bagh f;(x)
Ax =

S¥ I/\
H
3
3

fi disbiikey, iki kere stirekli tirevlenebilir

A € RP*" (rank(A) = p)

optimal deger p*'ye erisildigini ve p*'nin sonlu oldugunu
varsaylyoruz

problemin kesin olanakli oldugunu varsayiyoruz, yani
T €dom fy, fi(2)<0,i=1,....,m, Ar=5D

sartlarini saglayan bir & mevcuttur. dolayisiyla, gicli
dualite saglanir ve dual optimuma erisilir



Logaritmik bariyer

problem (7)'in gosterge (indicator) fonksiyonu ile
reformilasyonu:

z€R™

minimize  fo(z) + f:l]_(fi(x))

bagh Az =10

buradaki I_ R_’nin gosterge fonksiyonu:

]_(u):{o u<0

oo aksi halde



Logaritmik bariyer

logaritmik bariyer ile yaklastirma (approximation)

minimize  fo(z) — (1/t) Zlog x))

Z.GRVL

bagh Az =10

» bu, bir esitlik kisith L9

problemdir

» t > 0icin, —(1/t)log(—u)
I_"nin piriizsiiz (smooth)
yaklasikhgidir

» { — oo ile yaklasiklik
iyilesir =3

e



Merkezi yol (central path)

» t >0 icin,

minimize tfo(x) + ¢(z)

xEe

bagh Ax =10

probleminin ¢ézimini z*(t) ile gosterelim (z*(¢)'in
mevcut oldugunu ve her ¢ > 0 icin essiz oldugunu
varsayalim)

» merkezi yol: {z*(t)|t > 0}

ornek: bir LP i¢in merkezi yol

minimize ¢ 'z
reR”

bagh alz <b;, i=1,...,6

cTz = cTx*(t) hiperdiizlemi x*(t)'te
@'nin seviye egrilerine tegettir



Merkezi yol

merkezi yolun KKT sartlan yorumu

r=a*(t), A = \*(t), v = v*(t) asagidaki sartlari saglar
1. birincil kisitlar: fi(z) <0, i=1,...,m, Az =10
2. dual kisitlar: A >0

3. yaklasik tiimleyici gevseklik:
4. duraganlk (Lagrangian'in z'e gore gradyani sifir olur):

i=1

bunlarin KKT sartlarindan farki: A; fi(z) = 0 (timleyici
gevseklik) yerine buradaki 3. sart gelir



Bariyer yontemi (algoritma)
asil problem
bariyerli versiyon

min. fo(z) (8)
bagli f,(x) min. ¢ fo(z) + ()| (9)
=1,. bagh Az = b
Ar =b

verilenler: kesin olanakl z, t :=t© >0, u > 1,
tolerans ¢ > 0.
tekrarla: 1) Merkezleme adimi. (9) ile verilen problemi
cozerek x*(t)'i hesapla.
2) Guncelle. z := x*(t).
3) Sonlandirma kriteri. m/t < € ise dur.
4) t'yi arttir. t == put.




Bariyer yontemi - Detayh ornek

minimize (z; — 1)? + 23
z€R2

bagh alax <=b;,i=1,...




Bariyer yontemi - Detayh ornek

falx)

yineleme 0
e=001, =10, m="5

0.6236

(0) = [—0.4644]' L0 — 0.1

sonlandirma kriteri: m /t() =

50

41



Bariyer yontemi - Detayh ornek
yineleme 1
e=0.01, p =10, m =5
—0.0817
*(1) = @) =
(1) [ 03192 ] =l
sonlandirma kriteri: m/t) =5

| | ‘lﬂ.
| |I “w_
- I “""'-.‘ '.Il.
| )
" |




Bariyer yontemi - Detayh ornek

yineleme 2
e=0.01, p =10, m =5
0.3480
*(2) = @) =
() l0.15881’ =10
sonlandirma kriteri: m/t? = 0.5
il
P i
[ '
|
e ._
a0 by
1] 3




Bariyer yontemi - Detayh ornek
yineleme 3
e=0.01, p =10, m =5
0.4707
*(3) = B) =
() l0.19331' £ =100
sonlandirma kriteri: m /t® = 0.05




Bariyer yontemi - Detayh ornek
yineleme 4
e=0.01, p =10, m =5
0.4974
* — (4) —
z*(4) 0.9239 ,t 1000
sonlandirma kriteri: m/t®) = 0.005 < ¢ (dur)




Bariyer yontemi

» algoritma fo(x) — p* < € ile sonlanir (sonlandirma kriteri
fo(z*) — p* < m/t'den ileri gelir)

» merkezleme genellikle Newton yontemi ile yapilir (o anki
yineleme noktasi z'ten baslanir)

» 11 parametresinin seciminde bir 6diinlesme vardir: bilyik g
daha az harici yineleme ancak daha ¢ok dahili (Newton)
yinelemeye neden olur (genellikle = 10 ~ 20 segilir)

» ¢(D'nin secimi icin birkac bulussal yéntem mevcuttur



Birincil-dual i¢c nokta yontemleri (H)

yiksek dogruluk (accuracy) gerektiren hallerde bariyer
yonteminden daha etkilidir

>

>

vy

bu yontemde her yinelemede birincil ve dual degiskenler
guincellenir; dahili ve harici yinelemeler arasi ayrim yoktur

genellikle stiper-dogrusal (superlinear) asimptotik
yakinsama gosterir

arama yonleri, degistirilmis KKT sartlari icin Newton
yonleri olarak yorumlanabilir

yontem olanaksiz noktalarda baslayabilir
yineleme basina maliyet bariyer yontemiyle aynidir

ic nokta yontemlerinin uygulamalarinda (genellikle)
birincil-dual yontemler kullanilir



Kisim IV

Model Ongoriili Kontrol



Kisim IV: Model Ongbriilii Kontrol

14. Temel kavramlar
Calisma prensibi
Tasarim
Gercekleme

15. Kararhlhk
Kisith sistemlerde kararhlik
Model 6ngorili kontrolde kararhlik

16. Uygulamaya dair konular
Yumusak kisitlar
Referans izleme

Daimi rejimde hatasiz kontrol

17. Sinav sorusu ornekleri - Final



Bolim 14

Temel kavramlar



Alt Bolim 1

Calisma prensibi



Model ongoriilii kontrol - Ana fikir

dlnam|k klﬂltiar
mﬂdel

referans giri;
; olcum
planla
p!anla |
planla |

Zaman



Kisitlar ve kontrol tasarimi

Gergek dinamik sistemlerin hepsinde kisitlar vardir:
» Fiziksel kisitlar (6rnek: eyleyici limitleri)
» Basarim kisitlari (6rnek: asim)

» Givenlik kisitlari (6rnek: sicaklik/basing limitleri)

optimal operasyon genelde kisitlara yakmdlr‘

standart tasarim: model ongoriilii kontrol:
» tasarimda kisitlar » tasarimda kisitlar
hesaba katilmaz hesaba katilr
» operasyon noktalari » operasyon noktalari
kisitlardan uzak secilir kisitlara yakin segilir
» operasyon optimalden » operasyon optimale

uzaktir yakindir



Model ongoriilii kontrol - Motivasyon

dinamik model: z(k + 1) = F(z(k), u(k))
durum kisitlar: x € X
giris kisitlari: v e U

Bu sistem icin asagidaki sartlari saglayan bir kontrolor
tasarlamak istiyoruz

1. durum ve giris kisitlan saglanir
2. kapali-gevrim sistem asimptotik kararlidir
3. kontrol basarimi optimize edilir

Model 6ngorill kontrol yontemiyle bu sartlari saglayan
kontrolorlerin tasarimi miamkindiir.



Sonsuz ufuklu kisith optimal kontrol

Uk S k=0

Poo(2(0)) : minimize > U(wx, un)
k=0

bagh x,41 = F(xy,ux), o = x(0)
r, € X, u, €U, k=0,1,..., 00

Asama maliyeti [(x, u) (sistemin 2 durumunda bulunmasinin ve u
girisini uygulamanin maliyetini ifade eder)

Durum uzayr modeli =1 = F(z,,u,;) (en genel halde, dogrusal
olmayan bir model olabilir)

Idealde sonsuz ufuklu problemi cézmek isteriz, ancak problem
sonsuz sayida degisken icerdiginden bu mimkiin degildir.

Not: Bu problemin bir 6zel hali olan dogrusal kuadratik problemin
(I(z,u) = 27Qx + v Ru, F(z,u) = Ax + Bu, kisit yok) analitik
¢6ziimi vardir (dogrusal kuadratik regiilator).



Model ongoriilii kontrol - Algoritma

Py (x(k)) : minimize Z_O Uz, uy)

{uﬁ}ﬁNgol
bagh .11 = F(24,us), o = z(k)
reeX, u.elU, k=0,1,... N—1

Algoritma 1 Model ongorili kontrol algoritmasi

Her ayrik zaman adimi k& (kK =0, 1, 2...) icin tekrarla:
1) Sistem durumu z(k)'i dl¢

2) Py(x(k))'yi oz

T
3) Uxn(z(k)) = {US’T wyto u}kVT_J 'yu kaydet
4) u*(k)'yu (u*(k) = ug) sisteme uygula

N: ongori ufku
x(k)/u(k): gercek sistem durumu ve kontrol girisi
Ty /ug: Ongorilen sistem durumu ve kontrol girisi



Model ongoriilii kontrol - Blok diyagrami

sureg

" k) x( k)

—— ok + 1) = F(z(k), u(k))

maodel ongarult kontrolor

N_1
minimize  »  {z,, u,.)

':”'f:':'- :'rI K=
bagh x4 = Fliag, u.), 1o = x(k)
T € X, u, EU,
k=01,..., N—=1




MPC probleminin unsurlan (genel form)

VVyVYyVYVYVYYVYY

N-1
minimize [z, uy)
e 2 e

bagh xq = z(k)
k=0,....,.N—1:
Tpr1 = F(zg,ug), v, € X, u, €U

N: 6ngori ufku (prediction horizon)
k: MPC'nin dahili (internal) ayrik zaman adimi
x(k): gercek k zaman adimindaki durum 6Sl¢iimu /kestirimi
Ty /U, ongorilen (predicted) durum/giris
N (z,, u,): amag fonksiyonu (objective function)
[(x,u,): asama maliyeti (stage cost)
Tp1 = F(xx,u,): 6ngdri modeli (prediction model)
X /U: durum/giris kisit kiimeleri (constraint set)



Ongorii modeline gére MPC varyantlar

1) Dogrusal MPC 2) Dogrusal-olmayan MPC
» model dogrusal: » model dogrusal-olmayan:
Tpi1 = Az, + Bu, Tpr1 = F(xg, uy)
» durum ve giris reel » durum ve giris reel
» kisitlar disbikey » kisitlar turevlenebilir
problem disbiikey problem disbiikey-olmayan
(genellikle LP veya QP) (genellikle NLP)

3) Hibrit (hybrid) MPC
A B > T
> model hibrit: 2, — 4 W0e T Pt T 20
Asx,. + Bou,, aksi halde
» durum ve giris karma-tamsayili (reel ve tamsay1)

» kisitlar afin karma-tamsayil

problem karma-tamsayili (genellikle MILP veya MIQP)




Amac fonksiyonuna gore MPC varyantlari

N-1
minimize Uy, uy)
{“K}Q;_ol fiz:;)
bagh zo = z(k)
k=0,...,.N—1:

Tr+1 = F(xmuli); Ty € X: Uy, ceU

1) Standart MPC 2) Ekonomik MPC (EMPC)
» asama maliyeti bir kontrol > asama maliyeti (genellikle)
amacini ifade eder bir ekonomik optimizasyon
> regiilasyon: amac.ml.ifade eder (gelir
U ux) = laally + unlly, || maksimizasyonu vb)
» referans izleme: I(z,,u,) = > Sg&”;gr; 'V;PC nin ?k.sme'b.
2 2
[ [ T | e (x.,?,u,{) nin sabit
: T bir noktaya gore pozitif
(not: [[z|[ = 27 Qx) tanimli olmasi gerekmez




Dogrusal kuadratik model ongorilii kontrol

N-1
Py : m|n|m|ze Z x?@x,{ + UZRUK

{UK}K 01 k=0
bagh .1 = Az, + Buy, o = x(k)
re €« X, u. €U, k=0,1,..., N—1

@ >0, R>0ve X ile  disblikey kiime ise Py disblikey bir
kuadratik programlama problemidir.



Ornek: Basit sistemde detayh operasyon

0.1262 —0.5335 —~0.3403
wlk+1) = L15335 (16597] x(k)*'l(18738] u(k)

2(0) = l‘ﬂ (k) — m (regiilasyon), |u(k)| < 0.1

N—1
minimize > 2l Quy + ul Ru,
{u“}n 0 k=0

bagh xz..1 = Az, + Bu,
—01<u, <01
xo = z(k)




Ornek: Basit sistemde detayli operasyon

2 T
0 0—0—9o
= o
—-2r ongoriilen |
8 4L o k B
gerce
@ ‘ ‘ ‘ ‘ :
0 2 4 6 8 10 12
k
6
—~ 4" B
8 [o] o 0
2 0—0— | ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 12
k
0lF-- @@ —————— ]
. o—0- o
=2
N— 0 3 o -
3 u(0)
01 — — — — — — — — — ]
0 2 4 6 8 10 12



Ornek: Basit sistemde detayli operasyon

0—0—p o
= o
= ongoriilen |
= gergek 1
2 4 6 8 10 12




Ornek: Basit sistemde detayli operasyon

ongoriilen |
gergek

2
—~ 0
=
—
8 4L
-6 .

10 12




Ornek: Basit sistemde detayli operasyon

—
~

~—

—
8

' ' |
g = N O N
T

O—O0—0o o
A ™

(0]

12




Ornek: Basit sistemde detayli operasyon

2
— 0
& . e ae
— -2 Sngoriilen |
® 4 gergek 1
-6 L L L L I
0 2 4 6 8 10 12




Ornek: Basit sistemde detayh operasyon
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Ornek: Basit sistemde detayh operasyon
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Ornek: Basit sistemde detayh operasyon
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Ornek: Basit sistemde detayh operasyon
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Ornek: Basit sistemde detayh operasyon
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Ornek: Basit sistemde detayh operasyon

2
— 0
& . e ae
— -2 Sngoriilen
® 4 gergek
-6 L L L L I
0 2 4 6 8 10 12




Ornek: Basit sistemde detayh operasyon

2
— 0
& . e ae
— -2 Sngoriilen
® 4 gergek
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Ornek: Basit sistemde detayh operasyon




Ornek: Ucaklarda irtifa kontrolii

hicum
i Ea]

! Iilllllﬂﬂl.l’lllj

chsen Lifug

lathld="]

TUMEALITE
ETs

wabary ehosein

0.6136 0 0157 0 —0.4539

—0.128 1 01904 0 —0.4436
v+ =1 8607 0 05248 0| *®) T | _371089] k)

—27.5636 32.05 0.4087 1 0.6068

durumlar: hiicum agisi (1), yunuslama agisi (x2),
yunuslama agisal hizi (z3), irtifa (x4), kontrol girisi: irtifa dimeni agisi (u)
senaryo: z(0) = [0 00 50} z(k) — [0 00 0} (reguilasyon)
kisitlar: |u| < 0.262 rad, 6rnekleme: 0.25 s ve ZOH
acik-cevrim 6zdegerler: 1, 1, 0.5692 + 0.36685
acik-cevrim sistem kararsiz



Ornek: Ucaklarda irtifa kontrolii

Dogrusal kuadratik regiilator

[e.e]
min. Z I Qx, + ul Ru,
Ug 0

K

bagh z,411 = Az, + Buy
xo = x(k)

Q=1,R=10

analitik ¢6ziim:

K:[4.68 —6.65 —0.44 70.07]

Model ongoriilii kontrolor

min.
Uk

bagli

N-1
Z 2l Qi + ul Ruy,

k=0

Trt1 = Az, + Buy
—0.262 < u, < 0.262
xo = x(k)

Q=I1,R=10, N =10




Ornek: Ucaklarda irtifa kontrolii
1) Dogrusal kuadratik regiilator, u’'da kisit yok

2

15

0

x9(k) (rad)




Ornek: Ucaklarda irtifa kontrolii

2) Dogrusal kuadratik regiilator, v'da kisit var

2

0

x9(k) (rad)

_ 1 -
e T LT
0 5 10 15 20
k
A | A .
0 5 10 15 20
k
0 5 10 15 20




Ornek: Ucaklarda irtifa kontrolii

3) Model ongoriilii kontrolor




Ornek: Ucaklarda irtifa kontrolii

4) Model ongoriilii kontrolor (|z3] < 0.349)

04
3 02
0
=02
8 .04

o




Alt Bolim 2

Tasarim



Tasarim parametreleri

1) ongorii modeli A, B: Sistemin kendisi ile modeli ayni sey
degildir. Sistem-model uyusmazlig kontrol basarimini olumsuz
etkiler. Dinamikleri mimkiin oldugunca iyi ifade eden ancak diisiik
boyutlu ve basit (6rnegin dogrusal) modeller idealdir. Yiiksek
boyutlu ve karmasik (6rnegin dogrusal-olmayan) modeller
hesaplama eforu agisindan sakincali olabilir.

2) ongorii ufku N: Genellikle mimkiin oldugunca biiyik segilir.
Hesaplama kaynaklari (CPU giicii) ile sinirhidir.

3) agirhklandirma matrisleri Q ve R: QQ'nun elemanlari
arasindaki farkliliklarla durum degiskenlerinin kontrol amaci
acisindan 6nemi belirlenebilir. R'nin (Q sabit kalmak kosuluyla)
biiylik degerler almasi kontroloriin daha kiiciik kontrol girisleri
kullanmasina neden olur.

(not 1: bunlar (6ngdrii ufku N hari¢) model-tabanli optimal
kontrol tasarim parametreleridir) (not 2: N, @ ve R'nin
kapali-cevrim sistemin kararliligina 6nemli etkileri vardir)



Tasarim parametreleri

Ornek:

gercek sistem: z(k+ 1) = [ég _(1)'5] z(k) + [é] u(k)

Agergek Bger(;ek

(0) = lﬂ L a(k) — m (regiilasyon), |u(k)| < 1.7



Tasarim parametreleri

%40
o

a

1) 6ngorii modeli
%30

N-1
min. Z 2T Q. + ul Ru,

0
U %20 |

k=0
bagh z,411 = Az, + Buy
—1.7<u, <1.7

%10

kontrol bagariminda bozulm

S x(k) %(2)5 (J.‘75
«
A= l0155a _01'5041 B = [(1]1 kontrol basarimi:
1 0 Nsim
k=0

(sapmalarin kareleri toplami)



Tasarim parametreleri

2) ongorii ufku

N-1
min. Z 2T Q. + ul Ru,
Uk 0

K=

bagh z,411 = Az, + Buy
—1.7<u, <1.7

xo = x(k)

1.5 —-0.5 1
A:[0.5 1] B:M

o ae

%25
o

a

%20

%15 |

kontrol basariminda bozulm

(sapmalarin kareleri toplami)



Tasarim parametreleri

3) agirhiklandirma matrisleri =
2 03
N-1 g
TTLI:I Z T Qux, + ul Ru, 3 06
k=0 %
bagh xx.11 = Az, + Buy 204
—1.7<u, < 1.7 ER
zo = (k) 2
0
1.5 =05 1
=l ) =l
10 .
Q_[O 11 N =10 Jo =
k=0 k=0

Jsim = Jz + Ju



Alt Bolim 3

Gercekleme



Kuadratik programlama formiilasyonu

dogrusal kuadratik model
ongoriilii kontrol

kuadratik program

N-1
min. Z 1 Qz, + ul Ru, T
=0 min. 2" Hz
4
bagh zx+1 = Az, + Buy bagh Gz <g
Ty € X Ez=c¢
U, €U
zo = z(k)
Kuadratik programlama ¢oziicilerini kullanabilmek icin model
Ongorilii kontrol problemini kuadratik program formunda

yazmamiz gerekir.



Kuadratik programlama formiilasyonu

Karar degiskenleri vektorii z'yi asagidaki sekilde tanimlayalim

T
c=[aT o 2k W Wf o ud]

Esitlik kisitlan Ez = e ise sistemin dinamik modelinden asagidaki
sekilde olusturulur:

I 0 0 0 0 -B 0 0 0 0 A

~A I 0 0 0 0 -B 0 0 0 0

0 -A I 0 0 0 0 -B 0 0|,=]|0]|g

0 0 .0 0 0 0 0

o 0 0 —-AI 0 0O 0 0 -B 0
——




Kuadratik programlama formiilasyonu

Durum kisiti ve giris kisiti kiimelerinin su sekilde oldugunu
varsayalim

X={zx: Fx<f} U={u: Mu<m}

Bu tanimlarla esitsizlik kisitlari Gz < g asagidaki sekilde
olusturulur:

F 0 0 0 0 0 ¥
0 . 0 0 . 0 :
00 F 0 0 0 f
00 0 M 0 0|*S|m
0 . 0 0 . 0 :
00 0 0 0 M m




Kuadratik programlama formiilasyonu

Amac fonksiyonu 2T Hz ise su sekilde olusturulur:

@ 0 0 0 0 0
0 . 0 0 . 0
o0 Qo0 0 o0
=10 0 0o R 0 o
0 . 0 0 . 0
0 0 0 0 0 R




YALMIP ile gercekleme - MPC olusturma

A=[2 -1;1 0.2];B=[1;0];Q=eye(2);R=1;
N=5;x min=-5;x max=5;u min=-1;u max=1;
x=sdpvar (2,N+1, 'full');
u=sdpvar (1,N, 'full');con=[];0bj=0;
for kp = 1:N
obj = obj + x(:,kp+1) '*Q*xx(:,kp+1) +
u(:,kp) "*R*xu(:,kp);
con = [con,
x(:,kp+1l) == Axx(:,kp) + Bxu(:,kp)];
con = [con, x min <= x(:,kp+1) <= x_max];
con [con, u_min <= u(:,kp) <= u_max];
end
ops=sdpsettings;ops.solver="'quadprog';
ops.verbose = 2;controller =
optimizer (con,obj,ops,x(:,1),u(:,1));




YALMIP ile gercekleme - Benzetim

k_max
X_sim =
u_sim =
for k

15;x0 =

[3;2];

NaN(2,k max+1);x_sim(:,1) = x0;

NaN (1,k _max);

1:k max

u_sim(:,k)=controller(x_sim(:,k));
x sim(:,k+1)=A*x sim(:,k) + Bxu sim(:,k);

end
4 1
3 z1(k) u(k)
za(k)| 0.5
2
0
1 i S
0 -0.5
=
-1 -1
0 5 10 15 10 15




Bolum 15

Kararhlik



Alt Bolim 1

Kisith sistemlerde kararlilik



Kisith sistemlerde kararhihik

Ornek: (ki +1) = ll('f ﬂ x(k)+[0?5] u(k)

z(k) — [8} (regiilasyon), Kiqr = [0.686 0.957} , kisit yok

5o—o- o—0 o

—0
o
o




Kisith sistemlerde kararhihik

Ornek: (ki +1) = ll('f ﬂ x(k)+[0?5] u(k)

x(k) — [81 (regilasyon), Kiqr = {0.686 0.957} Ju(k)] <1

5




Kisith sistemlerde kararhihik

Ornek: (ki +1) = ll('f ﬂ x(k)+[(f5] u(k)

z(k) — [8} (regilasyon), Kiqr = {0.686 0.957} , Ju(k)] <05

He




Kisith sistemlerde kararhilik
Bu ornekler yardimiyla yapilabilecek bazi gozlemler:
1) Sistemin dinamik modeli (AZD'de z(k + 1) = Ax(k) + Bu(k))
ve kontrolér (LQR igin u(k) = —K|qrz(k)) dogrusal olsa da, giris
kisitlarindan dolayr kapali-gevrim sistem dogrusal olmayan bir
sistemdir. Bu tip sistemlerin kararlilik analizi icin genellikle
Lyapunov'un direkt yontemi kullanihr.

u = —K|qrz, kisit yok u=—Kqre, [ul <1

2) Her basl.anglg: durumu icin sistemi orijine gotiirmek miimkdin
olmayabilir. Kararlilik analizi ile birlikte kapali-cevrim sistemin
¢ekim bolgesi (domain of attraction) analizini de yapmak gerekir.



Lyapunov’un direkt yontemi

Tanim: z(k + 1) = F(x(k)) (z(k) € R™) formunda
bir sistemi ve = 0'daki (orijin) denge durumunu ele
alalim. © C R"™ orijini iceren, kapali ve sinirli bir
kiime olsun. V : R” — R orijinde siirekli ve her
x €  icin sonlu bir fonksiyon olsun. V' fonksiyonu

1. V(z(k)) Q'da pozitif tamimh?

2. AV (z(k)) £ V(x(k +1)) — V(z(k)),

AV (xz(k)) 2'da negatif tanimh

sartlarini sagliyorsa z(k 4+ 1) = F(z(k)) sistemi icin
2'da bir Lyapunov fonksiyonudur.
Teorem: z(k+ 1) = F(z(k)) sistemi igin bir
Lyapunov fonksiyonu bulunabiliyorsa, x = 0 sistem
icin €2'da asimptotik kararli bir denge durumudur.

aSirekli tirevlenebilir bir f : R™ — R fonksiyonu, orijini i¢eren bir
D kiimesi igin: 1) f(0) =0, 2) f(z) > 0Vx € D \ {0} sartlarini
sagliyorsa, bu fonksiyona “D’'de pozitif tammh” denir. ikinci sart
f(z) < 0Vx € D\ {0} ise fonksiyona “D’de negatif tammli” denir.

Aleksandr M.
Lyapunov

(1857-1918)



Lyapunov’un direkt yontemi
Ornek:
21(k + 1) = —3(k)
zo(k+1) = —23(k)
V(w(k)) = 21(k) + 25(k)
= zy(k) + z3(k) — 21(k) — 23(k)

AV (x(k))

O={re Rz- : Vi(x) >0, AV (z(k)) < 0}



Alt Bolim 2

Model ongoriliu kontrolde kararhilik



Model ongoriilu kontrolde kararlilik

Ana fikir: Kapali-cevrim kararliligi sistematik olarak saglamak icin
MPC problemine nihai maliyet (terminal cost) ve nihai kisit

(terminal constraint) eklenir.

N-1

J(z(k)) = minimize > xlQu +ul Ru, + ) Py
{ustiZo k=0 —

nihai maliyet

bagh .41 = Az, + Bu,, o = (k)
r, € X, u, €U
ry € X

nihai kisit

P ve X} sonsuz ufku yaklasik olarak ifade edecek sekilde belirlenir.



Nihai maliyetin (2% Pzy) belirlenmesi

Sonsuz ufuklu kisith LQR problemini iki alt probleme ayirabiliriz:

1) k£ = N anina kadar (kisitlar 2) k> N igin (kisitlar aktif
aktif olabilir) (bu bir MPC degildir) (bu zx durumundan
problemidir) baslayan bir LQR problemidir)
N-1 o
J*(z(k)) = minimize 2T Quzy + ul Ruy + minimize @} Qe + ul Ruy
{uN}HN;O1 ; {U‘K,}K,:_o ;;V
bagh x.i1 = Az + Buy bagh x,4+1 = Azx + Bux
T €EX,us €U
zo = z(k)

ikinci problemdeki sonsuz ufuklu maliyet (k = N'den oo’e kadar)
LQR kontrolor u = —Krgrx kullanilarak sinirlanabilir. Bu maliyet
x%PacN olarak ifade edilebilir. Buradaki P (LQR’nin analitik
¢o6ziimiindeki) ayrik-zamanl cebrik Riccati denkleminin ¢ézimidur.



Nihai kisit kiimesinin (X’;) belirlenmesi

Nihai kisit, kisit saglama igin bir yeter sart saglar.

N-1
J*(z(k)) = minimize Z Q. + ul Ru, + 2\ Pry
{uﬂ}nNgol k=0 —

nihai maliyet
bagh .41 = Az, + Buy, ©o = x(k)
T € X, us €U
TN € Xf

——
nihai kisit

» X icindeki baslangic durumlari icin, LQR kontrol6rlii
(v = —Krggrx) kapali-gevrim sistemde tim durum ve giris
kisitlari saglanir.

» Nihai kisit kiimesi genellikle dogrusal veya kuadratik esitsizlik
kisitlari ile tanimlanir



Model ongoriilii kontrolde kararlhilik - Kanit

Ana adimlar:

1. MPC probleminin olanakli olmasini saglayan bir baslangi¢
durumu icin, her ayrik zaman adiminda bir olanakli
kontrol girisleri dizisinin mevcut oldugunu gostererek
yinelemeli olanakhhg (recursive feasibility) kanitla

2. Optimal maliyet fonksiyonu J*(z(k)) nin bir Lyapunov
fonksiyonu oldugunu gostererek kararliligi kanitla

Burada notasyon sadeligi icin maliyet fonksiyonunu asagidaki
genel formda yazacagz:

N-1
J*(z(k)) = minimize Y l(z.,u;) + Vi(zn)
{um}KN;()l k=0 S——~— ~—
asama maliyeti nihai maliyet
(kuadratik maliyet fonksiyonu halinde:
Uz, us) = 21 Q. + ul Ruy,, Vi(zy) = 2§ Pry)



Model ongoriilii kontrolde kararlhilik - Kanit
Varsayimlar:
1. Asama maliyeti [(x, u) bir pozitif tamimli fonksiyondur

2. Nihai kisit kiimesi lokal LQR kontrolér (v = —Krgrx)
kontroliindeki sistem icin bir envariyant kiimedir, yani:

a—— (A— BKLQR)x S Xf Vo € Xf
3. & icinde tiim durum ve giris kisitlari saglanir:

Xf CX, -Kigrr €U Vx EXf

4. Nihai maliyet V}, nihai kiime X’t'de bir Lyapunov
fonksiyonudur ve asagidaki sarti saglar:

Vf(l’Jr) — Vf(x) < —l(z, —KLQRI) Vx € X

Teorem: MPC kontroliindeki kapali-cevrim sistem icin = 0
asimptotik kararli bir denge durumudur.




Model ongoriilii kontrolde kararlhilik - Kanit

Yinelemeli olanakhlik:
» Baslangic durumu zy = z(k) igin MPC probleminin
olanakl oldugunu varsayalim ve x(k) icin hesaplanan

optimal kontrol girisleri dizisini [ug, u}, ..., ui_,] ile
gosterelim.
» x(k+1)'de [uj, ul, ..., —Kporry] olanakhdir:

1. oy € X — —Kgrx)yy olanakhdir

2. TNl = (A — BKLQR)x}kV S Xf
Bu kapali-cevrim sistemdeki MPC yinelemeli olanaklilik
ozelligine sahiptir.
(nihai kisit x5 € X yinelemeli olanaklilik saglar)



Model ongoriilii kontrolde kararlhilik - Kanit

Kapali-cevrim kararhihk:

N-1
T (k) = Y Uap,u) + Vi(zy)
k=0
x(k + 1) igin olanakli, optimal-alti kontrol girisleri dizisi:

[uf, u3, ..., —KrgreN]

bu dizi i¢in olusan durum dizisi: [z}, 235, ..., 2}, TN41]
(Zn41 = (A — BKLqr)TY)

bu diziler i¢in olusan maliyet:
J(x(k)) £ S U, up) + Vi(@ng)

bu maliyet optimal-altidir: J*(z(k)) < J(z(k))



Model ongoriilii kontrolde kararlhilik - Kanit

T (@(k+1)) < J(x(k+ 1)) & S0 g, uh) + Vi(En)
= >0 Wag,wy) — U, u) + Uak, uiy) + Vi(En)
= 200 Uk, up) + Vi) =g, ug) -
2 7+ (z(k))
+ Vi(@n+1) = Vi(oy) + Uay, —KLgrTN)
= J*(x(k)) — Uap,up) + Vi(Eng) — Vi(ak) + Uk, —Krgry)

varsayim 4 —<0

< J*(x(k)) — Uz, ug)

AT (x(k)) £ T (x(k +1)) — J*(x(k)) < —I(xf,u5)

J*(xz(k)), MPC'nin olanakli oldugu tiim baslangi¢c durumlarini
iceren kiimede, x(k + 1) = Az (k) + Bu(k) sistemi igin bir
Lyapunov fonksiyonudur. z = 0 bu sistem icin asimptotik kararh
bir denge durumudur.



Model ongoriilu kontrolde kararlilik

» Nihai kisit kiimesi Xy ve nihai maliyet % Pz, MPC
kontrollii kapali-gevrim sistem icin yinelemeli olanaklilik ve
asimptotik kararlilik saglarlar.

» Nihai kisit sistemin cekim bolgesini kigiltiir.

» Cekim bolgesi ongori ufku artinlarak biyatilebilir.

Nihai kisitlar uygulamada kullanilir mi?
» Genellikle kullanilmazlar, ¢linkd:
— lleri seviye kontrol teorisi gerektirir
— Hesaplamak igin ileri yontemler gerekir
— Cekim bolgesini kiiciltir
— Genellikle gereksizdir: Acik-cevrim kararli sistem ve uzun
bir 6ngori ufku icin MPC kontrolli kapali-cevrim sistem

x = 0 etrafindaki biiylik bir bolge icin yinelemeli
olanaklilik ve asimptotik kararlilik 6zelliklerine sahip olur



Model ongoriili kontrolde kararhilik

1.2 1
0 1

1

05| uk) w(k) = [0 O]T

Omek: z(k+1)= [ z(k) +

Q=1 R=1 Kiqgr= 068 0.957|, [u(k)| <1

072 1 1.04
23 03 , |02 -1 1.04
= = . <
Vi) =z [0.3 or|? Xr={reR 023 1|7 |2a7|!
— 023 -1 2.17
P —_— —_———
Gf gf

ND%




Model ongoriilu kontrolde kararlilik

minimize

Up

bagh

N-1
T T T
>z, Qu, + u) Ru, + vy Py

k=0
Tywy1 = Ax, + Bu,
—1<u,<1
Grrn < gy

xo = x(k)




Model ongoriilu kontrolde kararlilik

2
10
Youn) —~ 0
< 5 <
S~— S~—
— N
8 8 9
0
-4
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
k k
1 2 ongoriilen
—gergek
—~ 0
-2
-1 -4
0 5 10 15 20 0 5 10






Model ongoriilu kontrolde kararlilik
¢ekim bolgesi (MPC, N = 5)

Do 000 0000000O0O0O0O0O0OO0O0O0O O




Model ongoriili kontrolde kararhilik
¢ekim bolgesi (MPC, N = 10)

5




Model ongoriili kontrolde kararhilik
¢ekim bolgesi (MPC, N = 15)

D ©00000000000O0O0O0O0O0O0O0

;/?’/""::::ffffffff
::::::::....\/////




Model ongoriili kontrolde kararhilik
¢ekim bolgesi (MPC, N = 20)

5 900 0 0 0 0 0 0 000 00000 ©°




Model ongoriili kontrolde kararhilik

cekim bolgesi (MPC, N = 20, nihai maliyet ve kisit yok)

5 900 0 0 0 0 0 0 000 00000 ©°




Bolim 16

Uygulamaya dair konular



Alt Bolim 1

Yumusak kisitlar



Yumusak kisitlar (soft constraints)

Motivasyon:

» Durum kisitlar (nihai kisit olmasa bile) MPC probleminin
olanaksiz hale gelmesine yol acabilir.

» Bu durum uygulamada istenmez ciinkl pratik bir
kontrolor her durumda bir kontrol girisi
hesaplayabilmelidir.

Kisitlarla ilgili gozlemler:

» Kontrol girisi kisitlari genellikle eyleyici limitlerini temsil
ederler. Bu tip kisitlarin uygulamada hesaba katilmasi ve
tam olarak saglanmasi gerekir.

» Durum kisitlar kontrol basarimiyla ilgili olarak istenen
sistem davranisini temsil ederler. Bu tip kisitlar
gerektiginde gecici olarak ihlal edilebilir.

Endistriyel uygulamalarda genellikle yumusak kisitlar kullanilir.




Yumusak kisitlar

Sert kisith MPC

Yumusak kisith MPC

min.
Uk

bagh

N-1
Z lLQ(fL'm Us)
k=0

Tr+1 = Az, + Buy
Hyvw < hg,us €U
xo = x(k)

(ng (e ) 2 2L Quy + ul Ru,)

min.
Uk

bagl

N-1

> lrg(Tr, u) + plex)
k=0

Trr1 = Axy + Buy
Hyx < hg + ¢4

0 <egn

U, €U

xg = x(k)

» Durum kisitlarn gevsek degiskenler (slack variables) e, ile gevsetilir.
» Durum kisitlarinin ihlal edilme miktari maliyet fonksiyonuna eklenen

p(€x) terimiyle hesaba katilir.

(p(e,) Ornegin kuadratik formda secilebilir: p(e.) = €& Se,)



Alt Bolim 2

Referans izleme



Referans izleme

Standart MPC'de sistem durumunun orijine regiilasyonu
(z(k) — 0) ele alinir.

N-1

minimize > 2l Qu, + ul Ru,
{uﬁ}m 0 =0

bagh =z, = Az, + Bu,
Hyxy < hy
Hyu, < hy,
xo = z(k)

Uygulamada kontroloriin ¢ikis icin referans izleme
(y(k) — r(k)) yapabilmesi istenir. MPC formiilasyonunu
referans izleme yapabilecek sekilde modifiye etmemiz gerekir.



Referans izleme

Asagidaki sistemi ele alalim:
x(k+1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cu(k)
Referans izleme ile olusan sistem durumu bir denge durumu

olmalidir ve sistemi bu dengede tutabilecek bir kontrol girisi
mevcut olmalidir (z, = Axs + Buy).

Referans izleme (y(k) — r), sistem durumu z(k)'in
ys = C'xg = r denklemini saglayan hedef durum x;'e
ulasmasiyla gerceklesir.

Hedef kosulu:

:Bs:Axs+Bu5:> I-A —B||zs| |0
C 0 | |us|

Crs=r



Denge hedef problemi

Durum ve giris kisitlari ile referans izlemeyi saglayan denge cifti
(xs,us), denge hedef problemi ¢éziilerek hesaplanabilir:

minimize qusus

bad I-A —-B||zs| |0

& C 0 | (us| |7
Hyxos < hg
Hyus < hy

Denge hedef problemi olanaksiz ise, asagidaki problem c¢oziilerek
referans r'ye en yakin erisilebilir (x4, us) hesaplanir:

minimize (Czg — T’)TQS(C% -r)

Ts,Us
bagh xs= Azs+ Bus
Hyxs < hy
Hyus < hy




Referans izleyen MPC

Denge hedef problemini ¢ozerek hedef hesaplayan bir mekanizma ile
birlikte asagidaki referans izleyen MPC formiilasyonu kullanilarak
MPC-tabanl referens izleme kontrol sistemi elde edilir:

N-1
min. Z (20 — )7 Q(z — x5) . ... " reterans | wik) T wik)
£=0 IEREET SlEed
+ (ue — us) T Ry — ug) L MRC [k
bagh x,.1 = Ax, + Bu, ke
Fk
Hxxn S hx b el p——
1BSaplaymc
Huun S hu
zo = x(k)




Alt Bolim 3

Daimi rejimde hatasiz kontrol



Sabit bozucularin etkisi

Sisteme etkiyen zamanda sabit bozucular sistemin durum
yoriingelerinin nominal model ile 6ngorilenden farkli olmasina
sebep olur ve daimi rejim hatasina (offset) yol acar.
Kisitsiz kontrol yaklasimi:

» Kisitsiz kontrolde modele integral etki ekleyerek daimi
rejim hatasini giderebiliriz.

> integral etki giris kisitlari mevcutsa integral sarmasi
(integral windup) problemine sebep olabilir. Sarma
engelleyici yontemler kullanmak gerekir.
Kisith kontrol/MPC yaklasim:
» Bozucuyu modelle
» Cikis dlciimlerini ve sistem modelini kullanarak (yani,
durum kestirme ile) sistem durumunu ve bozucuyu kestir

» Bozucu kestirimini kullanarak daimi rejim hatasini
giderecek kontrol girislerini hesapla



Ek yapilmis sistem
Bozucu modelini ekleyerek ek yapilmis sistemi elde ederiz:
z(k+1) = Az(k) + Bu(k) + Bqd(k)
d(k+ 1) =d(k)
y(k) = Cx(k) + Cyd(k)
z(k) e R" d(k) e R? y(k) e R?

By ve Cy matrisleri ek yapilmis sistem gozlenebilir olacak
sekilde secilmelidir.

Ek yapilmis sistem ancak ve ancak (A, C') gozlenebilir ise ve

A—-1 By
c Oy

matrisi tam situn rankli ise (yani ranki n+p ise) gozlenebilirdir.
= Bozucu boyutu p < q ile sinirhdir.




Durum ve bozucu kestirme

Ek yapilmis sistem modeli kullanilarak durum kestirici
tasarlayabiliriz:

Qs 2>

Buradaki (k) durum kestirimi, cf(k:) ise bozucu kestirimidir.
Gozleyici kazang matrisi L = | L, Ld}T, kestirici dinamiklerinin
asimptotik kararli olmasini saglayacak sekilde secilmelidir. Bu
secim 6zdeger atama ile veya (ek yapilmis sistem modelinde siire¢
ve algilayici giriltist hesaba katilarak) Kalman filtresi yontemiyle
yapilabilir.



Daimi rejimde hatasiz MPC

Durum ve bozucu kestirici uygun MPC formilasyonuyla birlestirilerek
daimi rejimde hatasiz MPC-tabanl kontrol sistemi elde edilir:

N-1
] T T T | wlk ]
min. Z z,, Qx, + u,, Ruy, e b 1k Sk |__-'_...
k=0 |
bagh z,.+1 = Az, + Bu, + de(’ﬂ
o dusrum v
Hyxy < hy ;.iI|:.| bozucu
H,u, <h, kestirici
Lo = f(k)




Bolim 17

Sinav sorusu ornekleri - Final



Durum Uzayinda Modelleme ve Analiz

Soru 1) Asagida armatiir kontrollii bir dogru akim motorunun
semas! verilmistir.

Ol T(t)
VL B ,_
'r+||||[-|f-'|1.' 61 28 B

T & Eﬁ] a(t)
Soru 1a) Bu sistemin dinamik denklemleri su sekilde verilsin:

0(t) + 100(t) = i(t)
i(t) + 2i(t) = V(t) — 0.020(¢)

Giris V(t), cikis A(t) olacak sekilde sistemin durum uzayi
modelini yaziniz.



Durum Uzayinda Modelleme ve Analiz

Coziim 1a) Sistemin durumlarini 21 = 6 ve x9 = i olarak segelim.
Bu secgimler ve soruda istenen u = V' tanimiyla sistemin dinamik
denklemlerini su sekilde yeniden yazabiliriz:

:'Bl(t) + 10.%1(15) = $2(t>
To (t) + 21’2(75) = u(t) — 0.021‘1(t)
Bu denklemleri diizenleyerek ve soruda istenen y = Q(t) tanimiyla
sistemin durum uzayr modelini su sekilde elde ederiz:
.’tl(t) = —10.%1(15) + xg(t)
.i'g(t) = —0.02$1(t) — 2.%'2<t) + u(t)
y(t) = x1(t)
Matris formunda yazarsak:

i(t) = [‘0182 12] o(t) + H ult)

y(t) = [1 0] z(t)



Durum Uzayinda Modelleme ve Analiz

Soru 1b) Bu sistemin durum uzayr modeli 0.25 saniyelik
ornekleme zamani ve sifir dereceli tutma ile zamanda
ayriklastirilarak asagidaki ayrik-zamanli model elde edilmistir.

s(h+1) = [ 0.082 0.0655] o(h) [0_0131

~0.0013 0.6063] "\ T 0.1967] u(k)
y(k) = [1 0] (k)



Durum Uzayinda Modelleme ve Analiz

Soru 1b)-1) Sistem erisilebilir midir?
Coziim 1b)-1) Sistemin erisilebilirlik matrisini su sekilde
yazabiliriz:

0.1967 0.1192
det(R) = —0.0012 0

R [B AB} _ l0.0131 0.014]

R tam ranklidir (rank(R) = 2). Sistem erisilebilirdir.
Soru 1b)-2) Sistem gozlenebilir midir?
Coziim 1b)-2) Sistemin gozlenebilirlik matrisini su sekilde

yazabiliriz:
o c| |1 0
~ |CA|  ]0.082 0.0655

det(©) = 0.0655 £ 0
© tam rankhidir (rank(©) = 2). Sistem gozlenebilirdir.



Durum Uzayinda Kontrol

Soru 1b)-3) Bu dinamik sistem ve u(k) = —Kxz(z) formundaki kontrolérden olusan

kapali-gcevrim sistemin 6zdegerlerini 0.5 ve 0.25 olarak atayan K = [k1 kg] matrisini
hesaplayiniz.

Coziim 1b)-3) Bu soruyu Ackermann formiilii ile ¢ézebiliriz:

K =rows (Pflpd(A))
pa(A) = (A — 0.5)(A — 0.25) = A2 — 0.75A 4 0.125
pa(A) = A% —0.75A 4 0.1251

(4) = 0.0066  0.0451] [0.0615 0.0491 0.125 0
bd ~ [—0.0009 0.3675 —0.001 0.4547 0 0.125

(4) = [0:0701  —0.004
Pa\) = 10,0001 0.0378

N 00131 0.014 L1 [~100.7559  11.7941
R=[B AB]= [0.1967 0.1192} R = [166.2053 —11.0691}

R 1pa(A) = —100.7559  11.7941 0.0701 —0.004] _ [—7.066 0.8529
bd | 166.2053  —11.0691| [0.0001 0.0378 | ~ |11.6566 —1.09

K= [11.6566 —1.09]



Durum Uzayinda Kontrol

Soru 2) Ayrik-zamanli dogrusal bir sistemin durum uzayi
modeli asagida verilmistir:

o(k+1) = [0(‘)6 0.35] o(k) + [091] u(k)

y(k) = [1 0]z (k)

Soru 2a) z; ve x5 durumlariin erisilebilirlik ve
gozlenebilirlikleri hakkinda ne soylenebilir?

Coziim 2a) x; erisilemezdir (u'nun x;'e etkisi yok) ancak
gozlenebilirdir (y = x1). x5 gozlenemezdir (x2'in y'ye etkisi
yok) ancak erisilebilirdir (zo(k + 1) = 0.95z5(k) + 0.1u(k)).



Durum Uzayinda Kontrol

Soru 2b) Bu dinamik sistem ve u(k) = — Kz (x)

(K = [O 2}) formundaki kontrolérden olusan kapali-gevrim
sistemin 6zdegerlerini bulunuz.
Coziim 2b) Kapali-cevrim durum matrisi su sekildedir:

A, = A- BK
06 0] [0 06 0
Ae = [o 0.951 - lo.J 0 2= [o 0.751

Matrisin 6zdegerleri 0.6 ve 0.75 olarak bulunur.



Durum Uzayinda Kontrol

Soru 2c) Bu dinamik sistem ve u(k) = —Kuz(x) formundaki
kontrolorden olusan kapali-cevrim sistemin cikisi, /X'dan
bagimsiz olarak neden daima asimptotik kararlidir?

Coziim 2c) Sistemin gikisini ve dinamiklerini yazarsak:

y(k) =z1(k) > y(k+1) =2(k+1) = 0.6z(k) = 0.6y (k)
y(k+1) = 0.6y(k)

Kapali-gevrim sistemin cikisinin dinamiklerini ifade eden
6zdegerin (A; = 0.6) mutlak degeri 1'den kiigiik oldugu igin
¢ikis asimptotik kararlidir. x; durumu erisilemezdir, yani x;
durumuna karsilik gelen 6zdegerin (A; = 0.6) yeri K matrisi ile
degistirilemez. x; durumu, dolayisiyla da sistemin cikisi K 'dan
bagimsiz olarak daima asimptotik kararhdir.



Durum Uzayinda Kontrol

Soru 2d) Bu sistem igin tasarlanmis bir dogrusal kuadratik
regulator
K = [0 1.5907] ,

karsilik gelen ayrik-zamanli cebrik Riccati denkleminin ¢éziimii

Ise
15625 0
P:[ 0 20.1115]

olarak verilsin. Verilenlere gore agirliklandirma matrisleri () ve
R'yi hesaplayiniz.



Durum Uzayinda Kontrol

Coziim 2d) Dogrusal kuadratik regiilatér formili su sekildedir:
T —l o7
K= (R+B"PB) B"PA
ifadelerin sayisal degerlerini yerine koyup yeniden yazarsak:

Tpp 15.625 0 0] _
BTPB =0 0.1][ o 901115| l0.1| = 02011

15.625 0 } {0.6 0

BT"PA=[0 0.1] [ ] = [0 1.9106]

0 20.1115| | 0 0.95
[0 1.5907] -t [0 1‘9106]
R+ 0.2011

Buradan R = 1 olarak bulunur.



Durum Uzayinda Kontrol

Coziim 2d) (devam) Ayrik-zamanh cebrik Riccati denklemi su sekildedir:

P=ATPA+ Q- ATPB(R+ BTPB) ' BTPA
Q=P ATPA+ATPB(R+ BTPB) " BTPA
ifadelerin sayisal degerlerini yerine koyup yeniden yazarsak:
T _ [5.625 0 T . 0
ATPA = [ 0 18.1506 ATPB = 1.9106

R+BTPB=1.2011 BTPA= [0 1.9106]

Q= 15.625 0 _ |5.625 0 n 0 1
- 0 20.1115 0 18.1506 1.9106] 1.2011

Q= 15.625 0 _[5.625 0 n 0 0
B 0 20.1115 0 18.1506 0 3.0392

10
0

[0 1.9106]

Buradan Q = [ g} olarak bulunur.



Durum Uzayinda Kontrol

Soru 2e) Bu sistem icin tasarlanmis

K = [0 1.5907}

formundaki dogrusal kuadratik regiilatoriin gerceklenmesi
neden imkansizdir?

Coziim 2e) Bu kontrolor ile kontrol girisinin hesaplanmasi igin
(u(k) = —Kxz(k)) sistem durumunun (yani, z; ve z5'in) bilgisi
gereklidir. Ancak z gozlenemezdir, dolayisiyla z5'in bilgisini
kontrolore aktarmak ve kontrolorii gerceklemek imkansizdir.



Model Ongoriilii Kontrol

Soru 3) Ayrik-zamanli dogrusal bir sistemin durum uzayr modeli
asagida verilmistir:

x(k+1) = Az (k) + Bu(k)

Soru 3a) Bu sistem icin (nihai maliyet kullanmadan, nihai kisiti ise
xn = 0 olarak segerek) 6ngorii ufkunu N, durum ve giris kisitlarini
|x1] < 3 ve |u| <1, baslangic durumunu ise Zg olarak belirterek
dogrusal kuadratik model 6ngériilii kontrol problemini yaziniz.

Coziim 3a)
N-1

minimize Z 2l Q. + ul Ru,
{““}nNz_ol k=0
bagh z,4+1 = Az, + Buy
—3<11,<3
—1<u, <1
N = 0

Trog = X0



Model Ongoriilii Kontrol

Soru 3b) Bu sistem igin durum ve giris matrisleri asagidaki

sekilde verilsin:
1 0.1 0
=l el

3a) sikkindaki dogrusal kuadratik model ongoriilii kontrolor
icin ongori ufku N = 2 olarak segilsin. [—2;2] x [—1; 1] olarak
verilen kiimede model 6ngorili kontrol problemini olanaksiz
hale getiren bir baslangic durumu o bulundugunu gosteriniz.



Model Ongoriilii Kontrol

Coziim 3b) Model 6ngorili kontrolériin hesapladig
(6ngoriilen) sistem durumu yériingelerini baslangi¢
durumundan (x = 0) nihai duruma (k = N = 2) kadar kisitlari
bilinenler (Z,'in elemanlari (1 -0 Ve 2 ,-0), o, U1, TN)
cinsinden ifade ederek problemin verilen zy kiimesinden hangi
deger icin olanaksiz hale geldigini bulabiliriz.

Oncelikle sembolik olarak x = 0'dan x = 1'e durum
yoriingelerini hesaplayalim:

l$1,n1] 4 [1’1,50] +Bug

T2 k=1 T2 k=0
N——

zo

T1,k=1 i 1 0.1 L1,k=0 0
LCQ,NJ B [0 1 ] le,HO gt
T1p=1 = T1p=0 + 0.1 x—0

To k=1 = Tax=0 T Up



Model Ongoriilii Kontrol

Coziim 3b) (devam) Sonra da k = 1'den k = 2'ye durum
yoriingelerini hesaplayalim:

lﬁl,n—zl 4 lxm—ll + Buy

L2,x=2 T2,x=1
Tik=2| _ 1 0.1 T1,k=1 0
)b )

Onceki sayfada bulunan z; ,—; ve 3 ,—; ifadelerini burada
yerine yazarsak:

T1,k=2 _ 1 0.1 £I§'17,{:0+O.1£L'27,$:0 + 0 w
T =2 0 1 T3 x=0 T Uo 1

T1,k=2 = T1,k=0 + O.L’Egﬁzo + O.1$27K:0 + Oluo

T p=2 = Tax=0 T Up + Uy



Model Ongoriilii Kontrol

Coziim 3b) (devam) z, igin verilen [—2;2] x [—1;1]
kiimesinden (yani, =2 <z ,0 <2, =1 <29, <1)

Ty = [_02] seklinde bir nokta secip deneyelim:

Tixg=2 = T1x=0 + 0.129 x—0 + 0.129 ,—o + 0.1uy
T1,p=2 = -2+ 01U0

Nihai kisittan dolayl 71 ,—n = 1 k=2 = 0 olmasi
gerekmektedir. 1 ,—9 = —2 + 0.1uy ifadesinden z; ,—o = 0
sartini saglayan ug degerinin 20 oldugu gorilir. Ancak

—1 < u, <1 seklindeki giris kisitindan dolayi ug'yu 20 segmek
mimkiin degildir. Dolayisiyla bu model 6ngorilii kontrol

0 baslangic durumu icin olanaksizdir.

problemi zy =
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